TSMP2

Devoir sur table n°l - maths expertes
Mardi 30 septembre 2025 - 55 min

L’utilisation d’une calculatrice est autorisée.
La qualité de la rédaction et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans I’appréciation de la copie.

Exercice 1 : Une suite définie par une récurrence... quadratique ! (12 points)

On considere la suite (uy,) définie sur N par

uo =2
1, 3
VnGN,un+1:—§(un) +3un—§

1. Calculer les valeurs exactes, données en fractions irréductibles, de u1 et us.

2. On considere la suite (vy,) définie, pour tout entier naturel n, par :
Up = Up — 3
(a) Montrer que, pour tout entier naturel n,

L o
Un+1 = —5’1)”
(b) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, —1 < v, < 0.

3. (a) Démontrer que, pour tout entier naturel n,

1
Un+1 — Un = —VUp (2'Un + 1>

En déduire le sens de variation de la suite (vy,).
Montrer que la suite (v,,) converge.
Déterminer la limite de la suite (vy,).

En déduire la limite de la suite (uy).

Solution:

1 3 1 3 5
1. ulz—f(u0)2+3u0—f:—f><22+3><2—§:§

2 2 2
1 3 1 5\2 5 3 23

= —— 2 _——_— = —— —_ —_ _—— = —
Uy = 2(u1) + 3uy 5 2 X <2> + 3 x <2) 5 3
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2. (a) Pour tout n € N,
Upt1 = Upt1 — 3
1 3
= =5 (un)* +3un — 5 =3
1
= —5 ((un)” = 6w, +9)
1
= _§(un 3)2
Pour tout entier naturel n, v,y = —511,%
(b) Posons, pour tout entier naturel n, P(n) : « —1 < v, <0 ».
Initialisation : pour n =0, v9g =uyg—3=2—-—3=—1donc —1 < vg <0,
alors P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n € N fixé. On suppose que P(n) est vraie et on démontre que
P(n + 1) est vraie.
But : —1 < vp41 < 0. Or on sait que —1 < v, < 0.
D’apres ’hypothese de récurrence :
—1<v,<0
Or, la fonction carrée est décroissante sur | — oco; 0], donc
12 > 11721 > 02
ainsi, en multipliant par ~5 (qui est négatif), on obtient :
11,
TS gt st
donc
-1< Un+1 <0
donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : P(0) est vraie et la propriété P(n) est héréditaire & partir du
rang 0 alors, d’apres le principe du raisonnement par récurrence, P(n) est
vraie pour tout entier naturel.
‘Pour tout entier naturel n, —1 < v, < 0‘
. L,
(a) Pour tout entier naturel n, v,11 — v, = —5Vn = Un
. 1
d’ol |vpt1 — vp = —Up 5% +1
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(b)

()

Etudions le signe de chaque facteur de Dégalité précédente :

Pour tout entier naturel n, on a

—1<v,<0

c’est-a-dire, en multipliant par 5 qui est positif,

- < Un<0

DN | =
N | —

ou encore, en ajoutant 1,

N

—v,+1<1

N | =

1
Donc on en déduit que, pour tout entier naturel n, —v, > 0 et §Un 4+12>20et

par produit,

D’ot vp41 — vy, = 0.

‘Donc la suite (vy,) est croissante. ‘

La suite (vy,) est croissante et majorée par 0.

Par le théoréme de convergence des suites monotones, la suite (v,) converge
vers un réel, noté L. On peut déduire de I'encadrement :

pour tout entier naturel n, —1 < v, <0

par passage a la limite, que —1 < L < 0.

1
De lim v, =L, il vient : L = —§L2.

n—+0o00
ie. L <—;L—|— 1) =0,ie. L=0ou L = —-2.

Or, d’apres la question 4.a. —1 < L <0, donc L = 0.

‘Donc la suite (v,,) converge vers 0.

Pour tout entier naturel n, v,, = u,, — 3, alors u,, = v, + 3.

Par somme des limites, on déduit que | lim w, = 3|
n—-+0o

LFA
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Exercice 2 : des suites adjacentes ! (8 points)
Les suites (uy) et (v,) sont définies par :

ug = -1 vy = 2
Uy, + U, et Uy, + 4o,

Un+1 = 2 ,neN Un+1 =

On admet, pour tout 'exercice, que :Vn € N, u,, < vy,

On admettra que Vn € N, u,, < v,.

1. Démontrer que les suites (u,) et (v,) sont respectivement croissantes et décroissantes.

2. Montrer que les suites (s;,) et (t,) définies pour tout n par s, = u,—v, et t, = un+§vn

sont géométriques (éventuellement constantes).
3. Exprimer (s,,) et (t,) en fonction de n.
4. Montrer que les suites (u,) et (vy,) sont adjacentes.

5. Déterminer la limite des suites (u,) et (vy).

Solution: On admet que : Vn € N, u,, < v,.

1.
Uy, + Up
Un4+1 — Un = T_un
Up + Uy — 2Up,
2
Un — Un

2

Comme u, < vy, on a vy — uy > 0, donc upy1 — upy > 0.

Donc la suite (uy,) est strictement croissante.

U, + 4vy,
Un—&-l_Un:T_vn
_ Up + 4v, — o,
B 5
_ Up — Up
5

Comme u,, < vy, on a uy — v, < 0, donc vpr1 — vy < 0.

Donc la suite (vy,) est strictement décroissante.
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2. Etude des suites (s,,) et (t,) :

Sn4+1 = Un+1 — Unit1
Up, + Uy Uy + 4U,

2 )
~ 5(up + vn) — 2(up + 4vy)
N 10
_ Bup + Svp — 2uy, — 8oy,
N 10
_ Bup — 3u,
10
3
= E(un — Up)
3
= —5s
10"
T : 3
(sn) est la suite géométrique de raison 0 et sp=ug—v9g=-1—-2=-3

)
tnt1 = Uny1 + SUnt1

2
_ Up + Uy § » Up, + 4vy,
2 2 5
_Uptup | up t+ 4o,
2 2
_ Up + U+ up + 4o,
B 2
_ 2up + Svu,
B 2
= Up + §Un
‘La suite (t,) est constante‘
PSP . 3 :
3. (sn) est la suite géométrique de raison 10 et de premier terme sg = —3.

3 n
Ainsi _ 3
insi |Vn € N, s, 3 x <10>

5 5
De plus, (t,) est constante et tg = up + Jvo = -1+ 3 Xx2=-14+5=4.

‘Donc: VnEN,tn:Zl‘

4. Montrons que les suites sont adjacentes. Remarquons que nous savons que :
o (uy) est croissante et (v,) est décroissante

o U, < v, pour tout n (admis)
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Il reste & montrer que lim (v, — u,) = 0.

n—-+o00
3 n
Or v, —u, =—8,=3x (10> .
C 1< 3 <1, alors : i 3 "t 0
omme 10 yalors : lim ) =
Donc nEI—iI-loo —s, =0, et donc ngToo(vn —up) =0.

Les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes.‘

Up — Un = Sp
5. Du systeme :
Uy + 51)” =t, =4

5
Ontireun+§vn:4etun:vn+sn

Donc

5 ) 5
(vn+sn)+§vn:41.e. vn+sn—|—§vn:4

i.e. ivn =4-—s,
8 — 2s,
7

ie. v, =

Comme lim s, =0, on obtient lim v, = —
n——+o00 n——4o00 7

Et comme les suites sont adjacentes, elles convergent vers la méme limite, et donc

. 8
lim u, = =.
n—-+o00 7
. . 3
Donc lim wu, = lim v, = =
n——+oo n——+oo 7
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Bonus : convergence d’une somme Hors baréme

Calculer la limite (si elle existe) de la suite (s,) définie par

2n 1
Vn eN, s, = Z 3
k=n-+1

Justifier. Indice : on pourra utiliser un encadrement judicieux...

2n 1
Solution: Soit s, = Z 3"
k=n+1

Pour étudier la convergence de cette suite, nous allons utiliser un encadrement.

Comme la fonction f(x) = % est décroissante sur [1;+oo[, nous pouvons encadrer
chaque terme de la somme.

L R

(2n)3 T k3 T (n+1)3

La somme s, contient (2n) — (n + 1) + 1 = n termes.

Pour tout k£ tel que n+1 < k < 2n:

Donc :
X L < X 1
n <sp<n

(2n)3 =" (n+1)3
i.e. : n n

— K <

8nd (n+1)3
Ce qui donne :

1 < n
S5 XS X
8nz =" T (n+1)3
. 1 R P
Or, lim —— = lim ————. D’apres le théoréme des gendarmes, on en conclut
n—-+too 8n2 n——+o0o (n + 1)

lim s, =0
n—-+o0o
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