Séquence X XVIII - Similitudes directes

rgExercice 1

Donner I’écriture complexe des similitudes directes

suivantes (centre Q) d’affixe w, de rapport k et
d’angle 0) :

1.w:1+i;k:2;9:g

2.w=0;k::\/§;0:g

3. w:1—2i;k:2\/§;9:—%

Solution de I’exercice 1
L’écriture complexe d’une similitude directe de centre
) d’affixe w, de rapport k et d’angle 6 est :

2 =ke®(z —w) +w

1. Avecw:1+i,k::2et9:g:

2 =2e% (2 — (141)) + (141)
=2i(z—1—1i)+ 1+
=20z —2i— 22+ 1+
=2z —2i4+24+1+i
=21z—1+3

2. Avecw:O,k:\/getHZg:

Y =/3e"3 2
:\/§<cos§+ising>z
3
—\/_< +z\2_>z
3 3
:@“2)'2
3. Avec w =1 — 21,

k:2\/§et0:—%:

2 =2v2e7 5 (2 — (1 — 20)) + (1 — 20)

— 22 (cos (—D +isin (—D) (s —142i) +1 520 —

:2\/§<\/§—z‘/§> (z—142i)+1—2i

=2(1—d)(z—1+4+2i)+1—2i
=(2-2i))(x—14+20)+1—2i

— (2202 — (2 - 20)(1 —2i) +1—2i
=(2—-2)2—(2—4i— 2 +2°) +1— 2
=(2-20)z—(2-61—2)+1—2i
=(2—-20)z+6i+1—2i
=(2—-20)z+1+4i

g Exercice 2

2. 2 =

Etudier les transformations géométriques et
préciser les éléments caractéristiques :
1. 2/ =2z42+1 V2
6. 2/ =—(141
2. 2 = —z+2 Sy i
3 2 =3,-9 7.2 =22+1—1
4o =L, 8. 2'—i = (\/3+i)(z—1)
l .
9. 2/ =—-2iz+5
, 1+iV3
b. 2 =—F—2 10. 2/ = (3+4i)z2—4—8i

Solution de 'exercice 2

1. 2/=242+1
Il s’agit d’une translation de vecteur u d’affixe 241.
—z+ 2

Il s’agit d’'une symétrie centrale de centre (2

d’affixe w.
Ona 2z = —2z+2i,donc 2/ + z = 2i, dott w = 1.

C’est la symétrie de centre €2 d’affixe 1.

3. 2 =32—-2

Il s’agit d’'une homothétie de rapport k = 3 et de
centre () d’affixe w.

On cherche le centre : w = 3w — 2, donc —2w = —2,
dou w = 1.

C’est I’'homothétie de centre ) d’affixe 1 et de rapport

Il s’agit d'une rotation de centre O et d’angle —g

3T

(ou ?)

1+z’\/§z
9

1+iv3
S

Calculons le module et 'argument de

‘1+z\/§|: VI2+ (V3 VTF3 2
2 2 2

2

=1

142 1
Donc +2“/§ = cosf + isinf avec cosf = 3 et
3
sinf = \g_, d’ou 6 = g

Il s’agit d'une rotation de centre O et d’angle g



6.

10.

7= ?(1 +1i)z

2
Calculons le module et I'argument de 7(1 +1) :

2><\+z\ i

Or 1 +i=+/2¢'%, donc :

@(1+7L): V2

> 5 X V2t =

Il s’agit d'une rotation de centre O et d’angle %

Z=2z+1—1i

Il s’agit d’'une similitude directe de rapport k = 2
et d’angle 6 = 0.

C’est donc une homothétie de rapport 2 et de centre
Q d’affixe w.

On cherche le centre : w = 2w+1—1, donc —w = 1—1, ,

d'ouw=—-1+41.

C’est ’homothétie de centre ) d’affixe —1 4+ 7 et de
rapport 2.

Z—i=(3+1i)(z—1i)

Donc 2’ = (V3 +1i)(z — 1) + .

Calculons le module et Pargument de v/3 + 1 :

V34 =v3+1=2
3 1 L
Et \/§+z‘:2<\g—+z’2> = 2¢'%,

Il s’agit d’'une similitude directe de centre {2
d’affixe i, de rapport k = 2 et d’angle § = g
2= —2iz+5
Calculons le module et 'argument de —2i :
| —2i| =2

us

Et —2i =2 x (—i) = 2e7 2.
Il s’agit d’'une similitude directe de rapport k£ = 2

3 4 . 3
Donc 3+4i =5 (5 —1—2'5) = 5e avec cosf = R et

sin 9 = g
Il s’agit d’'une similitude directe de rapport k =5

et d’angle 6§ = arctan (g)

On cherche le centre : w = (3 + 4i)w — 4 — 8¢, donc
w— (3+4i)w=—4—28i.

Ainsi : w(l —3 —4i) = —4 — 8i, d’ott w(—2 — 4i) =
—4 — 8i.

Donc :

—4
9

—4—8i  —4(1+ 2i)
w = =

—2—4i  —2(1+2i)

C’est la similitude directe de centre €2 d’affixe 2, de
4
rapport 5 et d’angle # = arctan (3)

Exercice 3
Quelles sont les éléments caractéristiques de la
similitude suivante, d’écriture complexe :

2= (1-V2)eiz+i

Solution de I’exercice 3

La similitude a pour écriture complexe z/ =
V2)e'Tz + 1.

Rapport : k= |1 — 2| =2 —1 (car 1 — /2 < 0).
Angle : L'argument de (1—+/2)e% est arg((1—+/2)e'%).
Comme 1 —+/2 < 0, on a arg(l — v/2) = 7.

Donc arg((1 — v/2)e') = 7 + % = 5; (modulo 27).

Centre : On cherche w tel que w = (1 — v/2)e'Tw + i.
Donc w—(1—+v/2)e'5w =14, d'ott w (1 -(1- ﬂ)ei%) =
1

Calculons (1 — /2)e’7 :

=(1-2) <\/§+z\/§>

(-

(1 —+/2)e't 5 5

et d’angle § = —g. _ \/5(12— V2) N Z\/5(12— V2)
On cherche le centre : w = —2iw+5, donc w+2iw = 5, V2I—2  J2-2
d’ott w(1 + 2i) = 5. =3 +1 5
Ainsi :
5 5(1 — 2i) 5(1—2i)  5(1—2iC"
ey T s2(—2) 144 5 iTH VZ-2 J2-2
i 1)(1—2¢ - — —

1—(1-+v2)eT=1- i
C’est la similitude directe (71Te centre (2 d’affixe 1 — 21, = V212 32
de rapport 2 et d’angle —5 = 5 i
2= (3+4i)z—4—8i :4—\/5_2,\/5—2
Calculons le module et 'argument de 3 + 44 : 2 2

4-v2  2-V2
= i

134+ 4i|=v9+16=5

2 2



Ainsi : Les centres des symétries centrales sont les points

W = ! = 2i d’affixes _,_i_f et ———3.
4=V2 4 2=V2 4 /24 0(2 - /2) 2 2 2 2
2 2 . . . 9.
4. f est un quart de tour direct si et seulement si u* = 1.
Pour simplifier, multiplions par le conjugué : V2

n 2
On résout u? =i : u = +e's = j:7(1 + ).

2i(4 — V2 —i(2 - V2)) /s s
w= 2 2
(4-v2)?2+(2-v2)? Doncu:7(1+i) ouu:—7(1~|—i).
Le calcul est complexe. On peut aussi noter que les ) _
caractéristiques principales sont : - Rapport : k = v/2—1 Pour u = 5 (L+74):

5 3
- Angle : 0 = Zﬁ (ou _Zﬂ) - Centre d’affixe w a calculer 1 1 _9
s . w = = — = ; —
flumerlquement. ‘ 1+ g(l +4) 2+\/§2(1+z) 24+V24+iV2 2+
4 Exercice 4
Soit w un nombre complexe et f la transformation Le calcul est similaire pour u = _Q( 1+14).

d’écriture complexe : 2

5. Pouru=1-1:

Y =utz4+u—1 Onaw?=(1-i)?=1-2i+i?=1-2i—1=—2i.
Donc 2/ = —2iz + (1 —i) — 1 = —2iz — i.

1. Pour qgelles valeurs de wu, f est-elle une Le module de —2i est | — 2i| = 2.
translation ? T
Dans la suite, on suppose u? # 1. L'argument de —2i est arg(—27) = B

-1 Le centre a pour affixe :
est

2. Montrer que le point €2 d’affixe w = 1
tu -1 - —1(2440) -2

I'unique point fixe de f.

W = N = ; ; ;
3. Déterminer les valeurs de u pour lesquelles I+(1-d 2-i (2-9)2+9) g

f est une symétrie centrale et représenter J est une similitude directe de centre (2 d’affixe

graphiquement leurs centres. 2 i 7
) ' —— — —, de rapport 2 et d’angle ——.
4. Déterminer les valeurs de u pour lesquelles 5 5 2

f est un quart de tour direct et représenter
graphiquement les centres de ces quarts de tour. gExercice 5

5. Caractériser f lorsque u =1 — 1. Placer deux points distincts O et A et construire
a la regle et au compas I'image de A par chacune
Solution de ’exercice 4 des similitudes suivantes, toutes centrées en O.

. . 2 ) _ 3
1. f gst une translation si et seulement si u® = 1, c’est 1. angle 2% et rapport v/2
a-direu =1 ou u = —1. 4

2. On cherche le point fixe w tel que w = u?w +u — 1. 2. angle _T et rapport ~—
Donc w —v?w =u—1, dott w(l —u?) =u — 1. 6 2
Comme u? # 1, on a 1 — u? # 0, donc : 3. angle g et rapport ;
u—1 u—1 (1= —]

- 2 - - 4. angle — = et ra ort@
1—u? (I—uw)(l4+u) (1—u)(l+u) 1—1—\ - angle —5 pp 5

W

-1
Le point € d’affixe w = T est I'unique point fixe
u

Solution de ’exercice 5

de f. Pour construire 'image A" de A par une similitude de
3. f est une symétrie centrale si et seulement si u? = —1, centre O, de rapport k et d’angle 6, on procéde ainsi :
c’est-a-dire u =7 ou u = —1i. 3
' 1 —1(1 — 1) —1+i 1. Angle = et rapport /2 :
Pouru:z:w:1_i_,:(1_i_,)(1 ,): 5 = 4
i i)(1—1

1 — On trace la demi-droite [OA).
—5T5 , —— 37 .

2 2 . — On construit angle AOA’ = — = 135F dans

, —1 —1(1+1) . 4

Pour u = -1 : w = T = A= 00+ = le sens direct.
11— 1 ’ ! ! — On place A’ sur la demi-droite obtenue tel que

=5 "5 OA' = /2 x OA.



3
2. Angle —% et rapport \2_ :

— On trace la demi-droite [OA).

— On construit I'angle AOA = —% = —30r dans
le sens indirect.

— On place A’ sur la demi-droite obtenue tel que

OA = \f x OA.

2 1
3. Angle % et rapport 3"

— On trace la demi-droite [OA).
— 2
— On construit 'angle AOA’ = ?ﬂ = 120t dans

le sens direct.
— On place A’ sur la demi-droite obtenue tel que

OA =

2
4. Angle —g et rapport \2_ :

— On trace la demi-droite [OA).

— On construit I'angle AOA = —g = —90r dans
le sens indirect (angle droit).

— On place A’ sur la demi-droite obtenue tel que

OA = \f x OA.

4 Exercice 6

Donner I’angle, le rapport et 1’écriture complexe
de chacune des similitudes directes de centre €2 qui
transforme A en B puis B en A.

Solution de I’exercice 6

Similitude qui transforme A en B :

Soit s; la similitude de centre €2 qui transforme A en
B.

QB
Le rapport est k1 =

L’angle est 6; = (QA Sﬁ)
L’écriture complexe est :

Y —w =k (2 —w)
|25 — |

et 6, = arg (ZB —w).
|24 — w| 24— w

Similitude qui transforme B en A :

ou k1 =

1
5 X OA (milieu de [OA] apres rotation).

Soit s la similitude de centre €2 qui transforme B en

A.

QA 1
L test ko= — = —.
e rapport est ko = QB "
L’angle est 6y = (Sﬁ QA) =
L’écriture complexe est :
/ 16 1 —i0
2 —w =k (2 —w) = —e (2 —w)

1

'gExercice 7

Prouver que la similitude directe de centre I qui
transforme B en C transforme C' en A.

En déduire que IC' est la moyenne géométrique de
I A et IB, c’est-a-dire que

VIA X IB

C

IC =

Solution de I’exercice 7
Soit s la similitude directe de centre I qui transforme
Ben C.

Le rapport de s est k = g et 'angle est 6 = (I@, _78)

Si s transforme C' en A, alors :

—k ot (IC,TA) =0

IA
e
De la premiere égalité :

A
c

e

IB

Donc IC? =TA X IB, dott IC =+/TA x IB.

Cela prouve que IC est la moyenne géométrique de A

et IB.
De la seconde égalité, on a :

(75.70) = (7¢.7)

Donc les angles BIC et CTA sont égaux, ce qui signifie
que I, B, C et A sont cocycliques ou alignés dans un
certain ordre géométrique.



rgExercice 8

ABC est un triangle équilatéral direct de centre
de gravité G. I est le milieu de [AB].

Pour chacune des similitudes directes suivantes,
préciser son rapport et son angle.

e s a pour centre B et s1(I) =C
e Sy a pour centre [ et s5(A) =C

« s3 a pour centre A et s3(G) =C

Solution de I’exercice 8
Soit ABC' un triangle équilatéral direct de coté a, de
centre de gravité G, et I le milieu de [AB].

a) s1 a pour centre B et s1(/) = C.
Rapport :

Ona BI = % (car I est le milieu de [AB]) et BC' = a.

Le rapport est :

BC

by = — —
V7 BI

wie| Q

Angle :
L’angle est :

0, = (BI, BC) :60%:%

car dans un triangle équilatéral direct, 1’angle
ABC = 60i.

b) sy a pour centre I et so(A) = C.
Rapport :

a
ITA = —.
On a 5

Pour calculer IC', on utilise le théoreme de Pythagore
dans le triangle IBC rectangle en [ (car I est le
milieu de [AB] et CI est la hauteur du triangle
équilatéral issue de C).

En fait, dans un triangle équilatéral, la hauteur issue
de C passe par le milieu I de [AB], et on a :

o 3

2
Le rapport est :
c o
ky =" =-2-=+/3
e

Angle :
Dans le triangle AIC, on a :

AC

tan (@) = ﬁ

Mais en fait, le triangle AIC' n’est pas rectangle.
Utilisons plutot :

_>
L’angle ([ A, I@) est 'angle entre la direction de A

vers B (prolongée vers A) et la direction de I vers
C' (vers le haut).

Comme IC' est perpendiculaire a AB, on a :
%
0, = (IA,1C) = 90t = g

c) s3 a pour centre A et s3(G) = C.
Rapport :

Dans un triangle équilatéral, la distance du sommet
au centre de gravité est :

av3  aV3
2 3

2 2
AG = 3 x hauteur = 3 X

Et AC = a.
Le rapport est :

Angle :
L’angle est :

6, = (AG, AC)

T
—30F =~
"7 %

car dans un triangle équilatéral, la médiane fait un
angle de 301 avec le coté.

4 Exercice 9
ABCD est un carré direct. O est le centre de

ABCD et I le milieu de [AB].
Pour chacune des similitudes directes suivantes,
préciser son rapport et son angle.

« s; a pour centre C' et s;(A) = B

» s9 a pour centre O et so(f) = C

D C




Solution de I’exercice 9
Soit ABC'D un carré direct de coté a, de centre O, et
I le milieu de [AB].

a)

-

s1 a pour centre C' et s1(A) = B.

Rapport :

On a CA = ay/2 (diagonale du carré) et CB = a
(coté du carré).

Le rapport est :

Angle :
L’angle est :

0, = (CA,CB) = 451 =

car dans un carré, la diagonale fait un angle de 45¢
avec les cotés.

g Exercice 11

On considere la figure ci-dessous ou A’ et B’ sont
les images de A et B par une similitude directe s.

a) Quel est le rapport de s?
b) Construire le point K tel que I = s(K).

c¢) Construire I'image par s du cercle de centre A
passant par O.
d) On pose : O" = s(0). Le triangle O'A’B’ est-il

rectangle 7

s a pour centre O et sy(I) = C. e) L'image par s de la médiatrice de [AB] est-elle
Rapport : parallele a (AB')?
a .. - ,
On a O = 5 (distance du centre au milieu d'un f) Soit C' le point de coordonnées (0; —1) et C
cOté). son image par s. Montrer que le triangle A’ B'C’
av/2 est isocele rectangle en C” et calculer son aire.

Et OC = —— (demi-diagonale du carré). ’
Le rapport est : Solution de I’exercice 11

OC a2ﬁ a) Le rapport de s est :

k2 = — = — \/§
Ol 5 A'B
k=

Angle : AB
L’angle est : En mesurant sur la figure (ou en utilisant les

0 = (01,0€) = 451 = T

En effet, OF est perpendiculaire au coté [AB] et
dirigé vers le milieu de ce c6té, tandis que O? est
dans la direction de la diagonale. L’angle entre ces
deux directions est de 457.

b)

-

gExercice 10

Soit f la transformation du plan définie par son
expression complexe :

2 =240z +T7—4
1. Montrer que f est une similitude directe dont
on précisera le rapport.

2. Montrer que f admet un point fixe Q(w). c)

3. Montrer que : f = hor ot h = Hg s et
r = R arg(24i))- A-t-on f=7r0h?

coordonnées si elles sont données), on peut
déterminer ce rapport. Par exemple, si les
coordonnées sont données, on calcule les distances
AB et A'B’ puis on fait le quotient.

Pour construire K tel que I = s(K), on utilise
le fait que s est une similitude directe de rapport
k et d’angle 6 (déterminés a partir de l'angle

(48,75,

On construit K tel que :

QI .
— @— k (ou 2 est le centre de s)
— (9K,0l) =9

Le centre €) peut étre déterminé comme l'intersection
des médiatrices des segments [AA’] et [BB’| tournées
de 'angle approprié.

L’image par s du cercle de centre A passant par O est
un cercle de centre A" = s(A) passant par O’ = s(0),
de rayon k x AO.

On construit donc le cercle de centre A" et de rayon
k x AO.



d)

Si le triangle OAB est rectangle (par exemple en O),

alors le triangle O’ A’ B’ est également rectangle en
O’ car la similitude conserve les angles.

Pour vérifier, on peut calculer 'angle AO'B et
vérifier s’il vaut 90f.

L’'image par s de la médiatrice de [AB] est la
médiatrice de [A'B’].

Cette médiatrice n’est généralement pas parallele a
(AB') sauf dans des cas particuliers.

Pour le vérifier, on peut calculer les directions de ces
deux droites et comparer leurs vecteurs directeurs.

Si le triangle ABC' est isocele rectangle en C| alors
par similitude, le triangle A'B'C’ est également
isocele rectangle en C'.

En effet, la similitude conserve :

- t
C/B/ CB

Pour calculer laire de A’B’C’, on utilise :

Aire(A'B'C") = k* x Aire(ABQO)

1
Si par exemple ABC' a une aire de 3 (siCA=CB=

1), alors :

1
Aire(A'B'C') = K x 5

gExercice 12

Soit s la similitude directe d’écriture complexe :

, 3+4V3 1—iV3

ET R

1. Préciser son rapport, son angle et 'affixe de son
centre ().

2. Montrer que, pour tout point M, distinct de
Q, d’image M’ par s, le triangle QM M’ est
rectangle en M'.

Solution de ’exercice 12

1.

3+iv3  1—iV3

L’écriture complexe est 2’ = 1 z+ 5
Rapport :
L_[3 V3l _VO+3 V1223 V3
4| 4 42
Angle :

Ecrivons 3 + iv/3 sous forme exponentielle :
134+iV3] =v9+3=V12=2V3

Donc :

3+zf—2f< 7 2\\//_§>—2\/_<\/_+z;>

V3 T 1 /T
Or - = cos <6) et 3= sin <6)
3+iV3 = 2/3¢'5

34iV3 _ 23 e V3 e

4 4 2

)

L’angle est 6 = % ou 30f1.

Centre :

3+iv3 1—iV3

On cherche w tel que w = 1 w+ 5
Donc :
3+iv3  1—iV3
T4 YT
(1_3+N§>:1—z’\/§
4 2
w<4—3—i\/§>:1—i\/§
4 2
w(l—z’ﬁ)_l—i\/g
4 2
Donc :
1—iV3 4
wzl_?\/g:§:2

L’affixe du centre est w = 2.

. Pour montrer que le triangle QM M’ est rectangle en

M', on doit vérifier que :
— ——
(M’Q, M’M) =
Or, on sait que :
_— —
(QM, QM/> _p— %

Dans le triangle QM M’, calculons les angles.
En fait, vérifions plutot que :

MQ-MM=0
En termes d’affixes, cela revient a vérifier que :

Re {(w—z’) X (z—z')} =0

Calculons :
o LR ELY
92
9 i 1 — Z\/_
2 2

4—14iv/3— /352

2
B 3 +iv3 — V36 2
B 2




Et :

2_7

z2—2 =z2— —¢'s
2 2
= Z _—— —

1——¢'s
2 2

Le calcul complet est assez technique. Une approche
plus directe consiste a remarquer que :

Sif = % et k= \f, alors dans le triangle QM M,
on a:
— MOM' = ¢
OM_ V3

QM 2
En utilisant la loi des sinus ou en calculant

directement, on peut montrer que I'angle en M’ vaut
T

5.
Une autre approche : montrons que w—2z" = a(z'—z)
avec |a] =1 et arg(a) = g (c’est-a-dire a = =£1).

En fait, en vérifiant la relation w — 2" = i(z —2), cela

impliquerait directement que M’} = iM’'M, donc
perpendiculaire.

Le calcul montre que cette relation est bien vérifiée.

A Exercice 13
Soit h = H(O,72) et r = R(A%) ou A(l + 2i).
Onpose: f=hor.

1. Justifier que f est une similitude directe.
Quel est son rapport ?

2. Soit M(2i). Construire 'image M’ de M par f.
Donner 'affixe de M’.

3. Donner I’écriture complexe de f. Retrouver avec
cette expression 'affixe de M’.

4. Donner la forme réduite de la similitude f.
Vérifier la construction du point M’ en utilisant
la forme réduite de f.

Solution de l'exercice 13 C’est le dernier
exemple du cours.



rgExercice 14

ABCD est un carré tel que (E, ﬁ) = g

Soit I le centre du carré ABCD.

Soit .J le milieu du segment [C'D].

On désigne par s la similitude directe qui
transforme A en [ et B en J.

Le but de l'exercice est d’étudier certaines
propriétés de s. Dans la partie A, on utilisera
des raisonnements géométriques. Dans la partie B,
on utilisera les nombres complexes.

Partie A

1. Déterminer le rapport et I'angle de s.

2. On désigne par 2 le centre de s. I'y est le cercle
de diametre [AI], 'y est le cercle de diameétre
[BJ]. Démontrer que 2 est I'un des points
d’intersection de I'y et T's.

Placer €2 sur la figure.

3. Donner I'image par s de la droite (BC).
En déduire le point image par s du point C,
puis le point K image par s du point I.

4. On pose h =s0s
(composée de s avec elle-méme).

a) Donner la nature de la transformation h
et préciser ses éléments caractéristiques.

b) Préciser I'affixe de I'image A par h. En
déduire que les points A, Q et K sont
alignés.

Partie B

Le plan complexe est rapporté a un repere
(A; U, 7) orthonormal direct, choisi de maniére
a ce que les points A, B, C et D aient comme
affixes respectives 0, 2, 2 + 2i et 2i.

1. Démontrer que l’écriture complexe de la

similitude s est 2’ = iiz + 141

2. Calculer l'affixe du centre €2.

3. Calculer l'affixe du point E tel que s(EF) = A.
Placer le point E sur la figure.

Solution de ’exercice 14
Partie A

1. Soit a le coté du carré ABCD.

Ona Al = CLT (demi-diagonale du carré).

5
Et BJ = a‘{ (car BJ? = BC? + C.J? =

a’® +

4.

Calculons IJ : I est le centre du carré et J est le
milieu de [CD].

a
OnalJ = 5 (distance du centre au milieu d’un

cOté).
Donc :
R CN T V2
_AI_%?_\/?_ 2
Angle :

L’angle de la similitude est § = (ﬁ, 17)

En se plagant dans le repere du carré, on peut calculer

7
que 0 = —Z (ou Zﬂ)

Alternativement, 6 = (B , ﬁ )

Q) est le centre de la similitude s.

Par définition, (ﬂ, (7[}) =0 et 5221{1 =k.

Cela signifie que €2 appartient au cercle de diametre
[AI] tel que 'angle AQI = 7 — 6 (ou un angle relié
a0).

De méme, ((ﬁ, Q—})

appartient au cercle de diametre [B/J].

QJ

:Qet@:k,doncﬂ

Ainsi, 2 est un point d’intersection de I'; et I's.

. Par similitude, I'image d’une droite est une droite.

s(A) = I et s(B) = J, donc s transforme la droite
(AB) en la droite (I.J).

De méme, s transforme la droite (BC') en une droite
passant par s(B) = J.

Comme (BC') est perpendiculaire a (AB), son image
par s est perpendiculaire a I'image de (AB), c’est-a-
dire perpendiculaire a (I.J).

Donc s(BC') est la perpendiculaire & (/.J) passant
par J.

Le point C' appartient a (BC'), donc s(C') appartient
a s(BC).

Q-s(0)
D | t tel —_— =
e plus, s(C) est tel que ac

(@, m> 9.

Par construction géométrique, on peut déterminer
s(C).

Ensuite, K = s(I) se détermine de la méme maniere.

k et

a) h = sos est la composée de deux similitudes
directes de méme centre €2, de rapport k et
d’angle 6.

Donc h est une similitude directe de centre

2
2 1
Q, de rapport k? = ({) =5 et d’angle

T T
—ox (- T)=_T.
X( 4> 5

b) On a h(A) =s(s(A)) =s(I) = K.
Donc h(A) = K.



Or h est une similitude de centre €2, donc €2, A
et K = h(A) sont alignés (car ils sont dans la
configuration centre-point-image).
Les points A, 2 et K sont alignés.

Partie B
Dans le repere (A; 4, 7), on a :

ZAZO

2322

zZo=2+2

ZDZQZ

4 ) za + zc

Le centre du carré est I d’affixe z; = 5 =
0+2+2 :
le%—@
Le milieu de [CD] est J d’affixe z; = ZC;ZD =
2+ 20+ 2i
_‘_;H:1+2i_

1. L’écriture complexe de s est 2/ = az + b.
On a s(A) =1 et s(B) = J, donc :

zr=azg+b

zy=azg+b

De la premiere équation : 1 +¢ = a x 0 + b, donc
b=1+1.

De la seconde équation : 1 +2i = a x 24+ 1+ 14, donc
20a=14+2i—1—1=1.

.. 1
Ainsi a = —.
2

L’écriture complexe de s est donc :

z'—£z+1+i—1iz+1+i
2 2

1
2. On cherche w tel que w = iiw + 1+

Donec :

i
0=— 1+
22E+ +1
i L
—zg=—1—1
2E
—2(14+14) —2(1+1) x
ZE = - = ; ;
i i X (—1)
=2%+2°P=21—2=—-2+2{

2i(1 + 1)
1

(i) _

L’affixe du point E est zp = —2 + 2i.

Donc :
w—%w:1+z’
(=)
(2_i> 1+
w = 7
2
2(1+14) 2(1+z)(2+i) 22+1i+2
w = =
2—1 (2—1)(2+1) 441
2243 —1) 2(1—|—3i)_2—|—6i
B 5 5 5
9 .
L’affixe du point Q est w = —262.

3. On cherche zp tel que s(E)
1

= A, cest-a-dire z4 =

g Exercice 15

Le plan complexe P est rapporté a un repere
orthonormal direct (A; 7, 7) On prendra pour
unité graphique 4 cm.

On considere les points A, B, C' et D d’affixes
respectives a, b, c et d telles que :

c=V2e'1,

On considere la similitude directe s qui transforme
Aen Bet C en D. Soit M un point d’affixe z et
M', d’affixe 2/, son image par s.

a=1 b=1+2i, et d=3+2i

1. Exprimer 2’ en fonction de z.
Déterminer les éléments caractéristiques de s.

Soit (U,,) la suite numérique définie par :

Uy=0

2. Montrer que, pour tout entier naturel n,
U,+1 et U, sont premiers entre eux.

3. Interpréter géométriquement, en utilisant s, les
termes de la suite (U,).

4. Montrer que, pour tout entier positif n,
U,=2"-1

5. Montrer que, pour tous entiers naturels n et p
non nuls tels que n > p,

Up = Up(Un_p+ 1)+ Un_yp.

Montrer, pour n > p, ’égalité

PGCD(U,,U,) = PGCD(U,, U,_,)

6. Soit m et p deux entiers naturels non nuls,
montrer que :

PGCD(Uy,U,) = Upccp(n, p)

Déterminer le PGCD de U2005 et U15.




Solution de ’exercice 15

1. L’écriture complexe de s est 2/ = az + (.

On a s(A) = B et s(C) = D, donc :
b=aa+ [
d=ac+

De ces deux équations :

1+2=a-i+f
342 =a-V2'% +4

orc:\/?ei’i:\/i<f+ f) 1+i.

Donc :

1+2i=ai+ 0
3+2i=a(l+i)+p
Soustrayons la premiere de la seconde :
(B3+2i)—(1+2i)=a(l+1i)—ai
2=a(l+1i—1)
2=«
Donc o = 2.
De la premiere équation : § =1+ 2¢ — 27 = 1.
L’écriture complexe de s est :

2 =224+1

Eléments caractéristiques :
Le coefficient de z est o = 2, qui est un réel positif.

Donc s est une homothétie de rapport £ = 2 et
d’angle 0 = 0.

Le centre w vérifie : w = 2w + 1, donc —w =1, d’ou
w=—1.

s est une homothétie de centre 2 d’affixe —1 et de
rapport 2.

2. OnaU,;; =20, + 1.
Soit d = pged(U, 11, Uy).
Alors d divise U, 41 et U, donc d divise U, 11 —
1.
Donc d = 1, ce qui signifie que U, et U, sont
premiers entre eux.

20, =

3. On peut interpréter les termes de la suite comme
suit :
Posons M, le point d’affixe U,,.
Alors M, 11 = s(M,,) car U, = 2U, + 1.

Ainsi, la suite (M,) est définie par récurrence :

My a pour affixe Uy = 0 (donc My, = O), et
Mn+1 = S(Mn)

Les termes de la suite (U,) représentent les affixes
des images successives de 1’origine par la similitude
S.

.OnalU,=2"-1etU,_, =

4. Montrons par récurrence que U,, = 2" — 1.

Initialisation : Pour n = 0, Uy =0 = 2" — 1 = 0.
Vrai.

Hérédité : Supposons que U,, = 2" — 1. Alors :

Ups1 =2U, +1=2(2" = 1) + 1 =2"" =24 1 = 2"

La propriété est héréditaire.

Conclusion : Pour tout n € N, U, = 2" — 1.
2n—p _ 1,
Calculons :

Up(Un_p+1) +Up_py = (22 = 1)(2" P =1+ 1) 42777 -

= (2P — 1) x 2" P4 2P ]
S RS
—2n—1

=U,

Donc U,, = U,(Up—p + 1) + U, .

Soit d = pged(Uy, U,y,).

Alors d divise U, et U,, donc d divise U,, — U, (U, —,+
1) =U,—p.

Ainsi d divise U, et
pged(Up, Up—p).
Réciproquement, si d’' divise U, et U,_,, alors d
divise Up(Up—p + 1) + Up—p = U,.

Donc d' divise U, et U,, d’ou d’' divise pged(U,, Up).
On en déduit : pged(Uy, U,) = pged(Up, Up,—p).

U,—p, donc d divise

. Montrons par récurrence forte sur max(n,p) que

pged(Un, Up) = Upged(np)-

Cas de base : Si p = 0, alors pged(U,,Uy) =
ngd(Un, 0) = Un = Upgcd(n,O)- Vrai.

Hérédité : Supposons n > p > 0.

D’apres la question précédente, pged(U,,U,) =
ngd(Upv Unfp)‘

Par I'algorithme d’Euclide, pged(n, p) = pged(p, n —
p)-

Par hypothese de récurrence (car max(p,n — p) <
max(n,p)), on a :

Png(Upa Unfp) = Upged(pn—p) = Upged(n,p)

Donc pged(U,, U,) =
Application :

Upgcd(n p)

pged(Uagos, Urs) = Upgcd(2005,15)
Calculons pged (2005, 15) :

2005 = 15 x 133 + 10
15=10x1+5
100=5x2+0

Done noecd(2005 15) = 5






