1. Expression complexe de quelques
transformations du plan

Dans toute la suite, le plan est muni d’un repere
orthonormé.

A. Cas des translations

Exemple :

On considere la translation t-; de vecteur
W (—1+ 2i). Pour tout point M(z), on note M'(2)
son image par la translation t-.

e Montrer que : 2’ = z — 1 + 2i.
Par définition de la translation, ona MM’ = .

H .
Or MM’ =2/ — z et W a pour affixe —1 + 2i.

Donc 2/ — 2z = —1 + 2i, soit 2/ = z — 1 + 2i.
o Quel est I'antécédent du point A(3 + 44) 7
On cherche z tel que 2’ = 3 + 4.

D’apres la formule précédente : 3441 = z—1+21
Donc 2z =3+41+1—2i =4+ 21

L’antécédent est le point d’affixe 4 + 2i.

m PROPRIETE :
Soit t la translation de vecteur U daffixe b € C.
L’expression complexe de la translation ¢ ou U a
pour affixe b est :

Z=z4+b

Démonstration. Si U est le vecteur d’affixe b, I'image
M'(Z") du point M(z) par la translation ¢ est définie

par: MM' = .
Or

—
MM = <2 —2=0b
2 =240

c’est ’expression complexe de la translation t-. [

Exemple :
Soient A(—1+ 2¢) et B(3 +1).

Donner I'expression complexe de la translation 3.

Zip = ZB — %A
=341 —(—1+29)
=4—i

L’expression complexe de {3 est

Z=z2+4+4—1

Soit C'(1 — 3i). Donner 'expression complexe de
t43 o tge et identifier cette transformation.

zpe = 20— zp = (1 =3i) — (3 +1)
=—-2—-4

. .
l5e @ pour expression : 2’ =z — 2 — 4i.

(tap o tge)(2) = typ(z — 2 — 4i)
— (-2 4i)+d—i
=2z+2—-51

C’est la translation de vecteur 1@ d’affixe 2 — 51.

B. Cas des homothéties
m DEFINITION : (Rappel)

Soit € un point du plan et k un réel non nul.
L’homothétie de centre () et de rapport k,
notée hq; ) est la transformation qui, a tout point

. . — —
M du plan associe le point M’ tel que QM’ = QM

1
b==3 M
k=2
M !
Q M, 1 —
H ,—_7
QOM' = 20M = 2 oM
I
M’ = (M) M’ = hqg,1)(M)
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Exemple : o Soit A’ la transformation définie par 1'expression

On considere I'homothétie h(q —9) olt 2(—2 4 5i). complexe : 2/ = ——z 43 — —i.

2 2
Pour tout point M (z), on note M'(z’) son image . / .
par Phomothétie hg, . Montrer que h’ admet un point fixe &

d’affixe ¢ c’est-a-dire que h'(¢) = ¢.

Y S .
Montrer que : 2" = —2z — 6 + 15. Un point fixe vérifie 2’ = z, donc

Par définition de I’homothétie, QM' = —2QM.

1 3 1 3
Donc z:—§z+3—§i<:>z+§z:3—§i
27—z =-2(2— 2q9) :}22:3—2@'

ie 2/ — (=24 5i) = —2(2z — (-2 + 5i))

ie 2/ =—245i—2242(—2+ 5i)

ie 2/ =—-2+5i—22—4+10: Donc ¢ =2 — 1.
ie. 2 =—22—6+15i * Vérifier que cette expression complexe peut
s’écrire sous la forme : 2/ — ¢ = —5(2 —9).
» Quel est 'antécédent du point B(—8 + 13i) ?
On cherche z tel que —2z + 6+ 15 = —8 + 134. 7 —(2—1) = _12+3 _ §2' — 24
ie. —2z=—8+13i —6—15i 2 2
c’est-a-dire —2z = —14 — 24, =——24+1——1
i 2 P
ou encore z = 7 + i. 1
= (- (2-1)
m DEFINITION :
Soit H(q ) I'homothétie de rapport & € R* et de
centre () d’affixe w € C.
L’expression complexe de I'homothétie h(q ) est : Quelle est la  nature de la
/ transformation h'?
7 —w=k(z-w) C’est 'homothétie de centre ¢(2 — i) et de
1
p . i . rapport —_.
Démonstration. Plus généralement : si k € R* et {2 est 2
le point du plan d’affixe w alors I'image du point M’(2’)
du point ]\i(_f) par 'homothétie Hq ) est définie par : Remarque : On pourra remarquer, pour mes calculs
QM' = kEQM. menés ici et dans la suite, la valeur de ¢ n’a aucune
Or . 1n/1po.1"t.ance pour rflontre.r cette inégalité : seule sa
OM' =kQOM & 2/ —w =k(z —w) définition compte, a savoir que
r_ _ 1
&2 =kz+w(l—k) ¢:_7¢+3_§Z_
2 2
. e On définit la transformation f qui au point
: : !/ /
Exemnples : M (z) associe le %omt M'(z )h’ de la fagon
suivante : M(z) — Mi(z) — M'(Z) ou
o Déterminer  l'expression  complexe de M, = h(M) (h a été définie dans 1'exemple
'homothétie hg,—3) ot Q(1 — ). précédent : h = Hqg _9) ot Q(—2 4 57) et son
expression complexe est 2z’ = —2z — 6 + 15i) et
M’ = KW (My).
/ . .

Z=(1=i)==3(z-(1-19) Autrement dit : f = h' o h.
=1—i—32+3(1—1) Exprimer z; en fonction de z, puis 2’ en fonction
=1—-1—-32+3—-—% de z; et enfin en déduire que l’expression
= —3z4+4— 44 complexe de la transformation f est :

2 =—-22—6+ 15
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Onaz =—22—6+15¢

1 3

2/2_521+3_§i
:—;(—2z—6+15i)+3—2i
:z+3—125i+3—;)i
18
:z+6—?i
=2+6—%

On obtient donc : 2/ = 2z + 6 — 9i.
Quelle est la nature de la transformation f 7
C’est la translation de vecteur d’affixe —9i.

 Placer ci-dessous ¢, Q(—2 + 5i), M (5i) et sans
calcul, son image M; par h, ainsi que I'image M’
de M; par h'. Confirmer par le dessin la nature
de f.

i i BB

3
&
9

it i i fi

C. Cas des rotations

Exemple :

On considere la rotation R zy ou Aff(Q) =1 +1.

Pour tout point M (z), on note M'(2') son image

par la rotation Rq z).

On rappelle que M’ est le point défini par :

QM' = QM
i

(QM ; QM) = “for] s MAQ

et par M' = Q si M = .
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Pour tout z # 1 + 4, interpréter géométriquement

2= (1414 . 2= (1+41)
FETET] R <_<1+>>
d- ()| _ oM
z—(1+4d)|  |QM]

car la rotation conserve les distances.

2= (1+1) — —— T

—= | = (QM ; QM) = - [2
arg(z_<1+z.)> ( ; ) 2[77]
par définition de la rotation.

2 —(141)
z—(1+1)
z2# 1414, 2 =iz +2.

Le nombre complexe de module 1 et d’argument g

En déduire que = €'z et que pour tout

. ,
est €¢'2 = ¢. Donc :

, .

m:i:)z'—(l+i):i(z—(l+i))
— = (1+4) =iz —i(1+1)
= -(1+i)=iz—i+1
= =iz—i+14+1+i=1iz+2

Constater enfin que cette égalité est encore vraie
pour 2/ =z =1+1.
Pour z=1+71:

Y =i(l4+i)+2=i—142=1+i=2

m DEFINITION :

Plus généralement : si € est le point du plan d’affixe
w et si € R, alors I'image M'(Z") du point M(z)
par la rotation R(q ) vérifie pour M # ) :

2 —w

_ oM
= =

1

z— W

! —_ —
arg (Z w)z(QM;QM/)[Qw]
Z—w
et puisquun nombre complexe non nul est

entierement défini par son module et un de ses
) 2 —w

arguments, on en déduit que : ., e

puisque e’ est le nombre complexe de module

1 et d’argument a.

Ainsi, pour tout z # w : 2’ —w = (2 —w) et cette

égalité est encore vraie pour 2z’ = z = w. D’ou :

I'expression complexe de la rotation R(q,q)

ou a € Ret Aff(2) =w est :

e}

2 —w=¢e%2—w)
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Exemples :

e Déterminer ’écriture complexe de la rotation
R,z
7
Q:Odoncw:Oetoz:Z.

e
= |cos— +isin— |z
4 4

) (ﬂ )

— ti |z

e On considere la t ansforrr\l/a_tlon s d’écriture
1—3i 2
—((—1).
5~ + 5 (7 )

* Montrer que la transformation s admet un
unique point fixe Q(w).
1-3i 2

complexe : 2/ =

Un point fixe vérifie z =

1—3i V2
— zZ
2 2

<=>z<1— 1_23i> z\éé(z'—l)

S EILES ) Y
(54 - Loy

AT \/?(—i;il) B \g(i;z';zil—_zj)i)

P ﬂ(z’—;gium)

PR \/5(41'1—01+3)

-

* s est-elle une rotation ?

Calculons — 3
1-3i [1-3i] VI+9 V10
’ > |T 2 T3 g 7!

Donc g n’est pas une rotation.

¢ On considere une autre transformation

g—R(O,, OR )

l\.')

ou (1 +1).
* Déterminer l'expression complexe de g¢.
Quelle est la nature de g7
L’expression de R(Q%) est 21 = 1z 4+ 2
(d’apres I'exemple précédent)
Pour R(o7_%)

~
|
-

Il
—~ O
o :
S i
|
o~
IS
N———
2
S

©
I

M\EM\EM\EM\EM\EN\BMLE

(1 —id)(iz + 2)
(1—1i)(iz +2)

(1 —1d)iz+2(1—1))

(i(1 =)z +2(1 — 1))

((i+1)z+2(1 —1))

(1+1)z+v2(1 —4)

* A-t-on g = R(Q%) o R(o
Non, la composition de transformations
n’est pas commutative en général. L’ordre
des compositions change le résultat.
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o On considere la transformation ¢’ = b’ o R,z
ou A’ 'homothétie a été définie dans la partie
1.2. b/ a pour expression complexe

; 1

3
z :—§Z+3—§Z

Déterminer 'expression complexe de ¢'.
R(Ql) 2 =12+ 2

h
1 3
Z/:—§Zl+3_§i

1 3
1 3

— . 143-5
22 +3 2@
) 3

o Montrer que la transformation ¢’ admet un point

fixe Q(q) et que I'expression complexe de g’ est :

1
N e ]

z est Iaffixe d'un point fixe de ¢’ si et seulement
si

z:—§z—|—2—§z
i.e.z+%z:2—§i
1 3
1+=-)=2— =1
1.e z< +2> 2z
. (2+i) 3.
ie. z =2— =1
2 2
3
2(2—72')
i.e.z:ig
2+1
. 4 — 3
ile. z = -
2+1
ile. z = (4 — 3.2)(2 _.Z>
(24+14)(2 —1)
. 8 — 4i — 6i + 3¢2
ile. z =
4+1
. 8 —10: — 3
ie. 2= —+——
5
. 5 — 102
ile. z =
5

ie.z=1—2

Donc ¢ =1 — 2i.
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Vérification :

' 3
z'—(1—2i):—%z—l—2—§i—1+2i
SN
SN 2!

i
— (-2
je = (1-20)
1

A
= ——Z —_
2 2

L1l
= ——Z —
2 2

En déduire que

gl — h(Q7_1) o R(Q,%) — R(Q,%) o h(Q,—%)

2

1

L’expression 2’ —q = —g(z—q) montre que ¢’ est la
1 1

composée d'une homothétie de rapport —3|=3 et

7 s

d’une rotation d’angle arg (—2) = arg(—i) = —5

Donc ¢ s’écrit comme la composée dune

1
homothétie de rapport 5 et d’une rotation d’angle

T
—5 toutes deux de centre ().

Remarque : Comme pour la translation et
I’homothétie, on pourra remarquer que l’expression
complexe d’une rotation est de la forme : 2’ = az + b
avec (a; b) € C? et a # 0. Plus précisément :

e Dans le cas d’une translation : a = 1.
e Dans le cas d’'une homothétie : a € R*.

o Dans le cas d’une rotation : a # 1 et |a| = 1.
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D. La réflexion sy d'axe |'axe des réels

Im? z=x+1y
%

¢ .

No Re
N
_y ,,,,,

Z=x—1y

m DEFINITION :
Siz=a+1iou (a;b) € R alors z = a — ib
donc M (z) et M'(Z) sont symétriques par rapport
a I'axe des réels. Ainsi, I’expression complexe de
cette réflexion est :

/ _
Zz =z

Notation : On note sg cette réflexion.

Exemple :

On consideére la transformation s d’expression
complexe : 2/ = (1+1i)z — 1 —i.

e Donner Il'expression complexe de la

transformation s’ = s o s.
Sop 21 =7z
5

Z=1+izm—1—i
=(1+i)z—1—i

Donc s’ = s 0 sg a pour expression :

Z=(141i)z—1—1

o Montrer que s’ admet un point fixe Q(w).
Soit z un point fixe de s’. Alors :

z=(1410)z—-1—1

(1= (1+40)=—1—i

—iz = —(1+1)
_1+i_(1+i)(—i)_—z'+1_1 ,
T ix(—y 1 !

Donc s’ admet un unique point fixe €2 d’affixe
w=1-—1.

o Montrer que s = hor ou h = H 3
et r= R(Q 7r).

¥
Rappelons que w = 1 — i et que s a pour
expression 2/ = (1 +1i)z — 1 —i.

Exprimons 2z’ — w en fonction de z — w :

Or1+i=+2¢€", donc :
2 —w =26 (2 —w)

D’autre part, 'expression de r = R(Q&) est
2 —w=2¢T(z—w), et celle de h = Hq 5 est
2 —w=2(z —w).
La composée h o r (rappelons qu'on applique
d’abord r, puis h) a donc pour expression :
2 —w=v2(2 —w)
=267 (2 —w)
=(14+1i)(z —w)

On retrouve bien 'expression de s’, donc

ss=hor
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2. Généralités sur les similitudes

m DEFINITION :
On appelle similitude du plan toute
transformation du plan qui conserve les rapports
de distance, c¢’est-a-dire que, pour tous points du
plan M, N, P et () d’'images respectives M’ , N, P’
et Q@ ou M # N :

P'Q  PQ
M'N’  MN

Remarque : Une similitude est une transformation du

plan, donc une bijection du plan sur lui-méme et donc
M’ = N’ implique M = N : ainsi M # N implique
M' # N'.

Exemples :

» Toute isométrie du plan (c’est-a-dire toute
transformation conservant les distances) vérifie

P'Q = PQ et M'N'= MN, donc

P'Q  PQ
M'N’"  MN

et c’est donc une similitude. Ainsi, les
translations, réflexions, rotations, symétrie
centrale (c¢’est-a-dire homothétie de rapport —1)
sont des similitudes.

e Une homothétie de rapport £ € R*
vérifie, d’apres la propriété fondamentale des
homothéties :

P'Q _ |klPQ _ PQ
M'N’"  |k|[MN ~ MN

et c’est donc une similitude.

m PROPRIETE :
Une transformation f du plan est une similitude si
et seulement si elle multiplie les distances par un
réel k > 0. Le réel positif k£ s’appelle le rapport
de cette similitude.

Démonstration.

(=) Soit f une similitude et A, B deux points distincts
fixés. Si M et N sont deux points quelconques
du plan également distincts, alors par définition
M'N"  MN A'B’
W: AB et dOﬂC:M/N/: AB

IB/

Si l'on note k le rapport alors on a montré

que pour tous points M et N : M'N' = k x
M N, c’est-a-dire que la similitude f multiplie les
distances par k.
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<) Réciproquement, si pour tous points M et N,
M'N'"=kx MN

alors, pour tous points du plan M # N
et P+#Q),
P'Q  kxPQ  PQ
M'N'"  kxMN MN

ce qui montre que f est une similitude.

Exemples :

e Une homothétie de rapport k£ est une similitude
de rapport |k| (bien avoir en téte que le rapport
d’une similitude est toujours un nombre positif).

e On a montré dans 'exemple de la partie 1.D
que la transformation s’ d’expression complexe

Z=01+dz—-1—1

s'écrit sous la forme s' = hor ot h = H g s
et r = R(Q ).

4
Or, h est une similitude de rapport v/2 et r une
isométrie donc leur composée s’ multiplie les
distances par V2 x 1 = /2 et donc c’est une
similitude de rapport /2.

On peut remarquer que s’ n’est ni une isométrie
ni une homothétie (elle ne transforme pas une
droite en une droite parallele).

m PROPRIETE :

La composée de deux similitudes de rapports
respectifs k£ et k' est une similitude de rapport
kx K.

La réciproque d’une similitude de rapport £k est une

1
similitude de rapport =

Exemple :

Reprenons 'exemple précédent : s = h o r donc

1 — g pl

Remarque : Cette propriété et I'exemple précédent
montrent qu’on peut fabriquer des similitudes qui ne
sont pas des transformations connues jusqu’a présent.
D’otu des questions qu’on peut se poser (et auxquelles
on ne répondra pas dans ce cours, mais on pourrait !) :
peut-on dresser un catalogue exhaustif des différents
types de similitudes ?
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3. Similitudes directes

Certaines similitudes conservent les angles orientés au
sens oll, avec les notations utilisées jusque-la :
pour tous points M # N et P # Q :

(MN; PQ) = PQ)2n]

c’est le cas des translations, rotations et homothéties
de tous rapports. En revanche, par exemple, la
réflexion sy change un angle orienté en son opposé,
donc elle ne conserve pas les angles orientés
Remarque : On ne s’intéressera pas au type de
similitudes qui changent un angle orienté en son
opposé, elles sont hors-programme du bac franco-
allemz}nd. On les appelle des similitudes indirectes.
B DEFINITION -

On appelle similitude directe, toute similitude

qui conserve les angles orientés.

MN’

Exemples :

Outre les translations, rotations et homothéties,
il est clair que la composée de deux similitudes
directes est encore une similitude directe.

m THEOREME :

Soit f une application du plan complexe.

f est une similitude directe si et seulement si
f admet une écriture complexe de la forme :
2 =az+bou (a;b) e C*xC.

e Si la similitude directe f a pour écriture
complexe : 2/ = az+bou (a;b) € C* x C
alors son rapport est |al.

Remarque : On a déja observé que les écritures
complexes des translations, rotations, homothéties ont
bien cette forme.

De plus, le rapport de chacune de ces similitudes est :

1 |1| pour une translation d’expression
complexe 2/ =1x z+b

o 1 =|e"| pour une rotation d’expression complexe
2 =€z +w(l — e ot a # 0[27]
|k| pour une homothétie d’expression complexe
2 =kz+w(l — k) pour k # 0.

Dans chaque cas le rapport est bien |a| ou a est le
complexe tel que : 2’ = az + b.

Démonstration.

(«<=) Soit f une application d’écriture complexe
Y =az+0b
ou (a; b) € C* x C.
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B _z’—b

az +b & 2z

Comme 2/

car a # 0,

a
on en déduit que tout M’(z") admet un unique
antécédent par f, ce qui montre que f est bijective,
donc est une transformation du plan.

Il reste a prouver que f est une similitude et
qu’elle conserve les angles orientés.

En notant zq, 2, 23, 24 les affixes respectives des
points M # N, P # @ et de méme 27, 25, 25, 2}
les affixes respectives des points M', N', P', Q) :

P/Q/
M'N' —
_ lazqy + b — azz — b

|24 — 23

|25 — 21

laze + b — az — b

_ la(z4 — 23)|
 a(ze — 21))|
_ |al|zq — 23]
a |al|z2 — 2|
_ |24 — 23]

a |22 — 21

_ Pa

~ MN

ainsi f conserve les rapports de distances donc
¢’est une similitude. De plus,
) 2]

MN ]@ _arg<

24 — 23

22 — 21

et

Ainsi la similitude f conserve les angles orientés
et elle est donc directe.

Remarquons de plus que :

M'N’ |a22+b—azl—b|
MN ’22—21‘
_ a(ze — z1)
Z9 — 21

lal

ce qui montre que le rapport de la similitude
directe f est |a| et prouve la seconde assertion.
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(=) Soit f une similitude directe du plan.
Montrons qu’elle admet une écriture complexe de
la forme 2’ = az +bou (a; b) € C* x C.

On considere le point A(1) et I'origine O. On note
A= f(A) et O' = f(O).
Comme f est une similitude, elle conserve les

rapports de distances et donc : pour tout point
M (z) d'image M'(2') par f

O'M' B oM
O'A OA
autrement dit :
/_ , _ 0
z 20 g z ‘
ZA — 20! 1-0
et donc :
,_ !
o N
ZA — 20!

Comme f est une similitude directe, elle conserve
les angles orientés et donc avec les mémes
notations et en supposant de plus z # 0
(pour assurer 'existence des angles considérés) :

(O'A"; O'M) = (0—121, O—M>)[27r], autrement dit

2 — zo (z—O) 2]
ar — | = ar — ™
& ZA — RO! & 1-0

et donc :
2 — zor
arg | —— | = arg(2)[27]
ZA — 20/
!/
zZ — 20!
Donc, les nombres complexes ———— et z ont
ZA — 20/
méme module et méme argument, donc sont
!/
, .. z — Zo
égaux. Ainsi : ————— = z donc :
ZA — 20/

2 =zo + 2(za — 2or)
donc il existe un couple
(a;0)=(za — 205 200) €C* x C
tel que, pour tout z € C*, 2/ = az +b.

On constate que si z = 0, i.e. pour M = O, la
relation est encore vraie puisque 2z’ = zor = b.

]

Exemple :

Soit f la transformation du plan définie par son

expression complexe : 2’ = (2 +1i)z + 7 — 4i.

o Montrer que f est une similitude directe dont
on précisera le rapport.

falaforme 2 =az+baveca=2+1#0 et
b="T—44. Donc f est une similitude directe de

rapport |a| = |2+ i = 4+ 1 = /5.
« Montrer que f admet un point fixe Q(w).

z est un point fixe de f si et seulement si
z2=02+i)z+T7T—4iie z2—(24+i)z2=T—4

ie.2(1—2—i)=T—4i
le. z2(—1—1i)=T7—4i

) T — 4
ie z=
—1—1
e z = (7 — 4Z_>(_1 i Z.)
(=1 —id)(—=1+414)
. —7 + 71 + 44 — 4i?
iLe z=
1+1
i 7+ 117 +4
e,z =—— ——
2
) -3+ 11z
e,z = ———
2
— 114
Donc w = 3—52

e Montrer que : f = hor ou h = Hq 5 et
r = RQarg(2+i))- A-t-on f=roh?

Z—w=02+)z+T—4i—w

—3+11i
:(2+z’)z+7—4¢—;l
14 — 8i + 3 — 114
=(2+1d)z+ Z;r !
17 —19:
:(2+i)z+7z

2

Il faut vérifier que (2 +i)w + 7 — 4i = w, ce qui
donne 7—4i=w— 2+ i)w=w(l —2—1)
— 4

= w(—1—1i). Doncw = ce qui correspond

a notre calcul. Ainsi 2/ —w = (24 1)(z — w).

Or 241 = /5 x €2+ donc f est la composée
de 'homothétie de rapport v/5 et de la rotation
d’angle de mesure arg(2 + i), toutes deux de
centre €.

Ainsi, on a f = r o h car 'homothétie et la
rotation, étant de méme centre, commutent.
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m THEOREME :
Soient A, B, A’ et B’ quatre points quelconques du
plan tels que A # B et A’ # B’. Alors il existe
une et une seule similitude directe f telle que :

F(A) = A’ et f(B) = B'.

Démonstration. Le théoreme précédent assure que :

montrer 'existence de f revient a montrer I'existence
d’un couple (a;b) € C* x C tel que I'expression
complexe de f est 2/ = az + b.

Or
(f(A) =A"et f(B) =B
Za =azp+b
A A
ZB/—GZB+b
ZA/—ZB/—CL( A—ZB>
b=rz4 —azy
_ZA/—ZB/
= A_ZZf,_ZB, car A# B
b:ZA/—7XZA
ZA — RB

On observe de plus que b € C et a € C* car A’ # B/,

et que le couple (a; b) € C* x C est défini de maniére
unique, ce qui acheve la preuve. O

Exemple :

Soient 'origine O, le point A(1), le point A’(7) et le
point B'(1+ 2i). Déterminer ’expression complexe
de 'unique similitude directe s telle que : s(O) = A’

et s(A) = B’. Préciser son rapport.
ZOZO, ZA:1, ZA/:i7 ZB/:1—|—2i
P = Zar 14+2i)—2 141
_ 24 _( + 2i7) i +Z:1+i
ZA — RO 1-0 1
b:ZA/—aZo:i—(1+i)X0:i
Donc s a pour expression complexe : 2/ = (144)z+1.

Le rapport de s est |1 +i| = /2.

m THEOREME :

directe)

(forme réduite d'une similitude

o Toute similitude directe est soit une translation,
soit la composée commutative d’'une homothétie
par une rotation de méme centre.

o Toute similitude directe f qui n’est pas une
translation s’écrit sous la forme dite forme
réduite : [ = H(Qk) o R(Qp‘) = R0 © Har
ou ) est I'unique point fixe de f, k > 0 est son
rapport et o = arg(a)[27] est son angle.

On dit alors que () est le centre de la
similitude, et que a est 'angle de la
similitude. On la note alors : f = Siq k)

Démonstration. Soit f une similitude directe. D’apres
le théoreme 1, il existe donc un couple (a; b) € C* xC

tel que D'écriture complexe de f soit : 2/ = az + b.
Alors :
e Sia=1:2 =z+bet f est donc la translation

de vecteur ot Aff(W) = b.

e Sia # 1 : recherchons un point fixe de f : € est
un point fixe de f si et seulement si

w=aw+b
e. l—a)w=0»b
, b
ie w= car a # 1
1—a

Ainsi, f admet un unique point fixe 2.

/
= b
on déduit de : {° ~ %F * par
w=aw+b

différence membre a membre que : 2’ —w = a(z—w).

De plus,

En posant : k = |a| et o = arg(a)[27], c’est-a-dire :

a = ke'®, on obtient :
2 —w=ke"(z —w)
Or, si :
M(2) = My(z1) — M'()
ot My = Rq,a)(M) et M" = Hq (M), alors :

2 —w=€e%2z —w)

et

2 —w=Fk(z —w)

d’ou :

Z—w=ke(z —w)

ce qui montre que :
J=Har o Rauw
On se convainc alors que de méme :

J = R o Hap
ce qui acheve la preuve.

]
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Exemple :

Soit h = H(o7,2) et r = R(A
On pose : f =hor.

) ot A(1 4 2).

™
"3

o Justifier que f est une similitude directe.

Quel est son rapport ?

f est la composée d'une homothétie (similitude
directe de rapport 2) et dune rotation
(similitude directe de rapport 1). Donc f est
une similitude directe de rapport 2 x 1 = 2.

 Soit M(2i). Construire I'image M’ de M par la
similitude f : donner affixe de M.

21— (14 2i) = "5 ((2i) — (1 + 2i))

i
= _e’L 3

2 2

Donc o 1 \/§
z] = T — = —f—

! 2 2

3

:+z<2—\g_>

Puis, on applique 'homothétie A,

ool d)

_ oy aife V3
2-%)
=—1—i(4—3)

e Donner I’écriture complexe de la similitude f.

Retrouver avec cette expression l'affixe de M’.

2 — (14 2) = e'5 (2 — (14 2i))
=z =B+ (14 20)(1 —€'3)

- 1 3
oz =esz24 (14 20) (1 ~ 5 —z\é_>

- 1 3
=z =€z 4 (14 2i) (2 —z\é_)

Puis, avec h

- 1 3
2= —2z = =232 — 2(1 + 2) <2 — z?)

- 1 3 1 3
Avec '3 —2—|-z'\é_ c = -=2 (2+i\é_>z+b

ou b est une constante complexe.
= (-1—-iV/3)z+b

e Donner la forme réduite de la similitude f.
Vérifier la construction du point M’ en utilisant
la forme réduite de f.

L’expression de f est 2/ = az+bota = —1—iy/3.

Puis, [a| = | -1 —iV3| = VI +3 =2.

De plus, arg(a) = arg(—1 — i1/3)

Or,
—1—iV3=—-1(1+iV3)
= —1 x 2€'5
— 2ei(ﬂ+%)
= 2¢'%

Donc arg(a) = £ [27]

Le centre () est le point fixe, d’affixe w =

b

_a/.

f= S(Q,Q,%") = Hiag) 0 R(Q,%ﬂ)

m PROPRIETE :

e« Si la similitude directe f n’est pas une
translation et a pour centre I, pour rapport
k > 0 et pour angle «, alors pour tout point
M # I, 'image M’ de M est caractérisée par

IM =k xIM
-
(IM ; TM") = a[2n]

Si M =1, alors M' = 1.
o I, M et M’ étant trois points non alignés,

I'unique similitude directe de centre I qui
transforme M en M’ est la similitude

S N
@rmmn)

e Si la similitude directe f a pour expression
complexe 2/ = az+ b avec a € C* et a # 1
alors, son centre I est son unique point fixe, son
rapport est k = |a| et son angle est
a = arg(a)[27].

o Sila similitude f a pour rapport k et pour angle
«, alors pour tous les points A, B, A, B’ avec

A#£B k=" cta= (AB; AB)[2x].
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