Exercice 4
T

1. WO=§ ; W= [—cosx]?=1 ; Wz=%fOE(l—cost)dx=%[x—smzzx]z=%.
0

T
2. a) Pourtoutn € N et tout x € [0; %],ona: sinx >0 = sin"x>0 = fOZ sinxdx =0 = W, =0.
b) Pour tout n € N et tout x € [O; %], ona: sinx <1 = sinx.sin™x < sin™x (car sin™x > 0)
Donc : W, 1 < W, ,pour tout n € N. On en déduit alors que la suite (I},) est décroissante.
¢) Lasuite (I},) est décroissante et minorée par 0, donc elle converge.

T
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3. W, = [z sinx.sin" 'xdx = [~cosx.sin" 'x]§ + [2 cos®x.(n — 1).sin"x dx

=0+ (n—1). J2(1 = sin*x).sin"?x dx = (n = 1). Wy, — W) .

n-1

Alors: (1+n—DW, =(n—-1)W,_, .D’ou: W, = TWn—z , pour tout entier naturel n > 2.

2 2 n-1 n n—-1 n
] : —-1< 5 —— < — = = < — >
4. Pourtoutn €N: n“—-1<n — =< —— —Wn1 = — W,_1 (carW,_;=0)

nT_l -1 < Wpi1 (d’apres la question 3).

Or la suite (W},) est décroissante, alors : Wy4q < W, < W,_;.Donc: —W,_; < W, < W,_, .

. -1 w,
5. On en déduit que : nT < —=

W S 1 car W,,_1 > 0. D’apres le théoreme des gendarmes : lim,_, o= 1.
n-1 n-1

e 2x1-1 2
6. Initialisation : w, = L X et W;=-W, =
4 2x1 72 3

2 2x1 1

= X
3 2x1-1 3

donc les propriétés sont vérifiées au rangn = 1.

Hérédité : Supposons les deux propriétés vraies a un rang k fixé (avec k > 1) et démontrons-les au rang k + 1.

w —w _2k+1W _2k+1X1><3><...><(2k—1)Xn_1><3><...><(2(k+1)—1)x7r
20e41) = H2kt2 T 5 1 2 2k T Dk 42 2X4X..X2k 2 2x4x.x2(k+1) 2
2k +2 2k +2 2X4X%..X2k 1

W =W, =—W = X X
201 = T02k43 = o 4 32k T ok 437 1x3x .. x(2k—1) " 2k+1

o 2x4x..x2(k+1) y 1
T1x3x.xQREk+1D-1)"2(k+1)+1

On a démontré que les deux propriétés sont héréditaires, elles sont donc vraies pour tout entier n tel que n > 1.

. w. 2X4X..X21 1 2X4X..X21 2
7. D’apres la question 5: lim 2ntl — 1 & lim ( X X X —) =1.
p ! n-+o gy N2+ \(1x3x.x(2n-1) * 2n+1 " 1x3x.x(2n-1)  ®
D’ou la formule de Wallis : lim ( 2XAX..X2n )2 L
) n=>+0 |\ \1x3x..x(2n—1) 2n+1) ~ 2’
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