Exercice 4 : (14 points / 40)
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L objectif de cet exercice est de démontrer la formule de Wallis :  lim XAXOX XN x = —.
n=+e [\ Ix3x5x%...x(2n-1) 2n+1 2
i
Pour tout entier naturel n , on considére la suite d’intégrales (Wn) définies par W, = f ® sin” (x) dx.
0
On admettra que, pour tout n € IN, 'intégrale W existe et est non nulle.
1. Caleuler W,, W et W,. (O Il in?(x) = L7520
. Calculer W, W, et W,. ( Onrappelle que sin (x)—f)
2. a. Montrer que, pour tout entier naturel n, W, est positif.
b. Montrer que la suite (Wn) est décroissante.
¢. En déduire que la suite (Wn) converge. (on ne demande pas sa limite)
N . . . . . -1
3. ATaide d’une intégration par parties, montrer que, pour tout entier naturel n=2,ona W = = w._,.
n

n-1 W

4. Déduire de ce qui précede que, pour tout entier naturel n, ona '

sWn

A

n

5 ) . w
5. A Tl’aide du théoréme des gendarmes, montrer que lim —2-=1.

n—+0 W
n-1

6. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n=1, on a :

1x3x5x...x(2n—1)xfr 2x4x6x..x2n 1

W,, = I/V2n+1= x :
2x4x6x...x2n 2 Ix3x5%x..x(2n-1) 2n+1

2n

7. Déduire des deux questions précédentes la formule de Wallis :

2
. 2x4x6x%...x2n 1 T
lim x = =
n=e [\ Ix3x5x%...x(2n-1) 2n+1 2
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