Arithmétique (partie 2)

1. La division euclidienne

m THEOREME :
Soient a un entier positif ou nul et b un entier
strictement positif.
Il existe un unique couple d’entiers naturels (q; r)
tel que

a=bxqg+r
0<r<b

q est appelé le quotient et r est appelé le reste
dans la division euclidienne de a par b.
Exemple :

La division euclidienne de 118 par 37 a pour
quotient 3 et pour reste 7 car :

118 =3 x 37T+ T7et 0 <7 <37

Graphiquement, on peut interpréter cette division
par l'encadrement de 118 par deux multiples
consécutifs de 37, le reste 7 étant la distance de
118 au multiple de 37 inférieur le plus proche.
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Effectuer de méme la division euclidienne de 23
par 37 puis de 407 par 27 avec l'interprétation
graphique.

Pour 23 par 37 :

ona23=0x37T+23et 0<23<3T.
Pour 407 par 27 :

onadl7=15x27+2et 0 <2< 27.

Démonstration. Existence :
Observons tout d’abord que si b = 1, alors

a=1xa+0et 00«1

donc le couple (¢; r) = (a; 0) convient.

On suppose désormais que b > 1.

Soit £ = {neN|bxn>a}. Observons que
I’ensemble E est une partie de N, qu’elle contient a,
donc est non vide. Ainsi, d’apres 'axiome du plus petit
¢lément, E contient un minimum, que 1’on notera p.
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Observons que p # 0, sinon on aurait b x 0 = 0 > a,
donc a < 0 et ainsi, si on pose ¢ = p — 1, l'entier q est
un entier positif ou nul.

Par définition de p, g n’est pas un élément de F donc :
bxq<a.

Enfin, comme bxp >a,ona:a<bxp=>bx(qg+1).
Finalement : bx ¢ < a <bx (¢+1) ot ¢ € Net donc
0<a—bxqg<h.

bx(p—2) bx(p—1)
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a

Notons r = a — bg. Alors on a bien un couple d’entiers
naturels (¢; r) tel que

a=bxq+r
0<r<bd

Unicité :
Supposons qu'’il existe un autre couple d’entiers positifs
(¢"; r') tel que

a=bxq +r
0<r <b

On déduit dea = bxqg+reta =5bxq + 1 que
bxqg+r=>bxq +r" et doncqueblg—q)=r"—r.
Cette égalité montre que : b divise ' — r. Or, comme
0<r<bet0<r <b ona

—b<r —r<b

et le seul multiple de b compris strictement entre —b

et best 0. Donc v’ —r =0 et ainsi ' = r.
/

D’ou : b(q — ¢') = 0 et comme b # 0, alors g = ¢'.
Ainsi, le couple (q; r) € N? vérifiant

a=bxq+r
0<r<b

est unique. ]
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Exemple :

Déduire de la division euclidienne de 118 par 37,

les

entiers q et r tels que :
—118=-37Txqg+ret0<r<|-37
—118 =37 xqg+ret 0<r < |37
—118=—-37Txqg+ret0<r<|-37|

118 =3 x 37+ 7:

On a —118 = 37 x3 -7
=-3Tx44+37-7
=—-37x4+4+30

donc ¢ =4 et r = 30.

—118 = 37 x (—4) + 30 donc ¢ = —4 et r = 30.

—118 = =37 x 4+ 30 donc ¢ = 4 et r = 30.

m THEOREME :
Soit a un entier et b un entier non nul.
Il existe un unique couple d’entiers (q; r) tel que

a=bxq+r
0<r<|b

q est appelé le quotient et r est appelé le reste
dans la division euclidienne de a par b.

Exemple :

Effectuer la division euclidienne de —17 par 5;
de 17 par —5; de —17 par —5.

o —17=5x(—4)+3

car —17=-20+3et 0 <3 <.
o« 17=(-5)x (-3)+2

car 17=15+2et 0 <2 < 5.
o —17=(-5)x4+3

car —17=-204+3et 0 <3 <.

On divise 394 par un entier naturel non nul b :
le quotient est 17 et le reste est r.
Déterminer les valeurs possibles de b et r.

Onad%4=17b+1r avec 0 <r < b.

Donc r =394 — 17b et 0 < 394 — 17b < b,
ie. 394 — 170 > 0 et 394 — 17b < b.
D’apres la premiere inégalité :

4
b < 3197 ~ 23,18, donc b < 23.

De la seconde inégalité :

4
394 < 18b, donc b > 3198 ~ 21,89, donc b > 22.
Ainsi b € {22; 23}.

Sib=22,r=2394—17 x 22 = 394 — 374 = 20.
Sib=23,r=394—-17x23=394-391 = 3.

Lycée Franco-Allemand de Buc, TSMP, 2025-2026

2. Congruences
B DEFINITION :
Soient n € N*, a et a’ des entiers relatifs.
On dit que a et @’ sont congrus modulo n si les
divisions euclidiennes de a et @’ par n ont le méme
reste. On note alors : a = d [n].

Exemple :
Montrer que 14 = 21[6], que —2 = 5[7] et que
= —1[10].
e 14=6x24+2et2=06x0+ 2, donc méme
reste 2.
e 2=T7x(—1)+5et5="T7x0+5, donc méme
reste 5.

e 9=10x0+9et =1 =10 x (=1) + 9, donc
méme reste 9.

m PROPRIETE :

Soient n € N*, a et a’ des entiers relatifs. Alors :
a=d [n] < n|(a—d)

Démonstration. (=) Montrons que si

a=nxq+r a=nxqg+r
0<r<n '’ 0<r <n
et a = d’ [n], alors : n|(a — d’).
Si a = d [n], alors r =1,
Donc a —a' =ng+r—ng —r" =n(q—¢).
Ainsi n divise (a — a').
(<) Réciproquement, montrons que si
a=nXxXqg+red<r<n

et n divise (a — @), alors r est aussi le reste dans

la division euclidienne de a’ par n.

Donc a = d’ [n].

Si n|(a — a'), alors a — @’ = nk pour un certain

entier k. Donc

ad=a—nk=ng+r—nk=n(qg—Fk)+r

Comme 0 < r < n, r est bien le reste de la

division de o’ par n. Donc a = a' [n]. O
Exemple :

o Les congruences suivantes sont-elles vérifiées ?
27=37[3] 145=1315[5] —5=—4]2]

e 37 —27=10 et 3110, donc faux.

o 1315 — 145 = 1170 = 5 x 234, donc 5|1170,
donc vrai.

e —4—(=5)=1et 211, donc faux.
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Exemple :

o Sir est le reste dans la division euclidienne de
a par n, alors a = r [n]. Vrai ou faux?
La réciproque est-elle vraie ?
Vrai car a =ng +r
donc a — r = nq et n|(a — 7).
La réciproque est fausse car la condition 0 <
r < n n’est pas assurée.
Contre-exemple : 16 = 8 [4]
Compléter en utilisant cette propriété :

27=...13] ; 3=...[8 ; 21=...[5

27=0[3]; —3=51[8]; 21 = 1[5]

e « a est divisible par n » s’exprime en termes de
congruences par a = 0 [n]

3. Propriétés des congruences

Exemple :

o Montrer que si a = b[n| et b = ¢[n], alors :
a=cn].
Sia =b[n]et b= c[n],alors n|(a—0b) et n|(b—c).
Donc n|((a —b) + (b —c¢)) i.e. n|(a — c).
Ainsi a = ¢[n].

o Montrer que si a = b[n] et ’ = V' [n] alors :
a+ad =b+b[nletaxad=bxbnl.
Sia = b[n| et d = V[n], alors n|(a — b) et
n|(a" —b'"). Donc

n|((a —b) + (a' = V) = n|((a +a) — (b+1))

Ainsi a +d = b+ b [n].
Puis,
aa' — b = ad —ab’ + ab’ — O
=a(a —b)+b(a—0b)

Comme n|(a'—b") et n|(a—0b), on a n|(aa’—bb").

Donc aa’ = bb' [n].
m PROPRIETE :
Sia=bln] et a =¥ [n]alors :
e at+d =b+1[n]
e a—d =b-V[n]
e axa =bxb[n]
« Pour tout entier naturel ¥ non nul : a* = v* [n]

Exemples :

e a et b ont pour restes respectifs 17 et 15 dans
la division euclidienne par 19.

Quels sont les restes dans la division par 19 de :
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a+b:17+15=32=13[19]

ab : 17 x 15 =255 =13 x 19+ 8 = 8[19]

20 —5b:2x17T—5x15=34—-75 = —41

=—41+3x19=16[19]

b2 1152 =225 =11 x 19 + 16 = 16 [19]

a® 173 = 4913 = 4913 = 258 x 19 + 11 = 11 [19]

o Montrer a 'aide des congruences que, pour tout
entier naturel n : 7|(3*" — 2")

Soit n € N.

Ona3?=9=2][7.

Donc 3% = (3%)" = 2" [7].

Ainsi 3% — 27 = 2" — 2" = 0 [7].
Donc 7](3%" — 2m).

o Justifier que tout entier naturel n vérifie
n = 0[6], ou bien n = 1[6], ou bien n = 216/,
ou bien n = 3[6], ou bien n = 4[6], ou bien
n = 5/6].
En déduire que, pour tout entier naturel n,
6 divise n(n? +5).

Par la division euclidienne, tout entier n peut
s’écrire sous la forme n = 6g +r ou ¢ € Z et
r €40,1,2,3,4,5}. Cela signifie que n = r [6] avec
re{0,1,2,3,4,5}.

Vérifions que n(n? + 5) = 0 [6] pour chaque cas :

. Sin=0][6],
nn*+5 =0x (0°+5)=0x5=0]6]
. Sin=1[6
nn*+5 =1x (1?+5)=1x6=0]6
. Sin=26]
nn*+5)=2x(2°4+5)=2x9=18=0]6]
. Sin=3[6,
n(n®+5)=3x (3°+5) =3 x14=42=016]
. Sin=4[6],
nn*+5)=4x (4°+5)=4x21=84=0][6]
. Sin=5[6],
n(n*+5)=5x (5+5) =5 x 30 = 150 = 0 [6]

Dans tous les cas, n(n*+5) = 0[6], donc 6|n(n*+5)
pour tout entier naturel n.
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¢ On souhaite calculer le reste de la division de
247 par 7.

Vérifier que 23 = 1[7] puis compléter les
congruences suivantes, ou k € N.

k= [1] 2%ktl=.. . [7] 2%2=..[7]
23:8:74—151[7].
Donc :

o 23— (2)k =1k = 1[7]

o 2361 — 93k y ol = 1 x 2 = 2[7]

o 232 93k 5 92 = | x 4 = 4[7]

En déduire la réponse au probleme posé.

47 = 3 x 15 + 2, donc 247 = 23%15+2 = 4 (7]
Le reste est 4.

& Attention
8

14
On a 14 = 86] et?:7et§:4. Or, 7 # 416].
D’une maniere générale, si d est un diviseur de a
b

etbetazb[n],onnapasg g[n]

4. Application : Criteres de divisibilité

On considere un entier naturel n qui s’écrit sous forme
décimale : n = Gar_1Gr_2 ... a1ag oU ag, ay, ... et ag
sont ses chiffres dans cette écriture.

Exemples :

e 1. Montrer que n = ag + aj + - - + a; [9].
n = ag + 10a; + 10%ay + - - - + 10Fay.
Or 10 = 1[9], donc 10° = 1" = 1[9] pour
tout 4. Ainsi n = ag + ay + -+ - + ax [9).

2. En termes de congruence, comment se
traduit la phrase : « n est divisible par 9 » ?
Retrouver ainsi le critere de divisibilité par 9.
« n est divisible par 9 » se traduit par
n = 0]9]. D’apres le résultat précédent, ceci
équivaut a ag +a; + -+ a = 01]9].

Donc : n est divisible par 9 si et seulement si
la somme de ses chiffres est divisible par 9.
o Montrer le critére de divisibilité par 3.
De méme, 10 = 1[3], donc

n=ap+a+ -+ a3

Ainsi : n est divisible par 3 si et seulement si la
somme de ses chiffres est divisible par 3.
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o Montrer le critére de divisibilité par 5.

10 = 0[5], donc 10° = 0[5] pour 7 > 1. Ainsi

n=ag+ 10a; + - - + 10%a;, = ag [5]

Donc : n est divisible par 5 si et seulement si son
chiffre des unités est divisible par 5 (i.e. vaut 0
ou b).

« Montrer que n = ag—ay+ag—---+(—1)%a [11].
En déduire le critere de divisibilité par 11.
10 = —1[11], donc 10" = (—1)*[11]. Ainsi

n = ag+ 10a; + 10%ay + - - - + 10%q,
= Qo —CL1+CL2 — o+ (—1)kak [11]

Donc : n est divisible par 11 si et seulement si
la somme alternée de ses chiffres (en partant
des unités) est divisible par 11.

Sans calculatrice, déterminer si 'entier 978 542 257
est divisible par 11.

978542257 =7—-5+2—-2+4—5+8 — 7+ 9][11]
=7-5+42-24+4-5+8—7+9[11]
= 11[11]
= 0/[11]

Donc 978 542 257 est divisible par 11.
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