Exercice : Intersection d’une sphere et d’une famille de plans

Enoncé

On donne les plans P, d’équation # — 4y + 10z + k = 0, ol k est un réel. A quelle condition portant sur le réel k
I'intersection du plan P et de la sphére S d’équation 22 + y? + 22 — 4 + 62 = 0 est-elle :

a) vide? b) réduite a un point ? ¢) un ensemble de points ?

Proposition de solution sans la distance d’un point a un plan

L’équation de la spheére est : 22 + y? + 22 — 42 + 62 = 0 Complétons les carrés :

2 —dr+yP+ 22 +62=0
ie (22 —4r+4) =44+ + (2> +62+9)—-9=0
ie (1 -2+ +(2+3)?*=13

La sphere S a donc pour centre ©(2; 0; —3) et pour rayon R = /13.
A partir de I’équation du plan P, : x — 4y + 10z + k£ = 0, on obtient la relation :

x=4y — 10z — k
Substituons cette expression dans ’équation canonique de la sphere :
(4y — 102 —k — 2> +y* + (2 + 3)* = 13
Posons u = 4y — 10z — k — 2 pour alléger les calculs. L’équation devient alors :
w? +y*+ (2 +3)? =13
Développons u? :

u? = (4y — 10z — k — 2)?
= (4y — 10z — (k +2))(4y — 10z — (k +2))
= 16y* — 80yz — 8(k + 2)y + 1002* + 20(k + 2)z + (k + 2)*

L’équation de l'intersection devient donc :

(243)°
—_—

16y° — 80yz — 8(k + 2)y + 10022 +20(k + 2)z + (k +2)* +y* + 22 + 62+ 9 =13
En regroupant les termes :

17y* — 80yz + 1012° — 8(k + 2)y + [20(k +2) + 6]z + (k +2)* +9—-13 =0
17y* — 80yz + 1012* — 8(k + 2)y + (20k + 46)z + (k +2)* =4 =0

L’intersection existe si et seulement s’il existe des valeurs de y et z satisfaisant :
17y* — 80yz + 10122 — 8(k + 2)y + (20k +46)z + (k+2)> —4=0 (E)
Pour z fixé, cette équation est du second degré en y :
17y? — [802 + 8(k + 2)]y + [10122 + (20k + 46)z + (k +2) —4] =0
Le discriminant par rapport a y est :

A, = [80z 4+ 8(k +2)]> — 4 x 17 x [1012% 4 (20k + 46)z + (k + 2)? — 4]
= [80z + 8(k + 2)]> — 68[10122 + (20k + 46)z + (k + 2)* — 4]



En développant :

A, = 64002 + 1280z (k + 2) + 64(k + 2)*
— 68682% — 68(20k + 46)2 — 68(k + 2)* + 272
= —4682% + [1280(k + 2) — 68(20k + 46))z — 4(k + 2)* + 272
= —4682% + [1280k + 2560 — 1360k — 3128z — 4(k + 2)* 4 272
= —4682% + (—80k — 568)z — 4(k + 2)* 4 272
= —4682% — 8(10k + 71)z — 4(k + 2)* + 272
= —4[1172* 4+ 2(10k + 71)z + (k + 2)* — 68]
Pour que I'équation (E) admette des solutions, il faut qu’il existe un z tel que A, > 0, c’est-a-dire :

1172° +2(10k + 71)z + (k+2)*> =68 < 0

Cette inégalité possede des solutions en z si et seulement si le discriminant de cette équation du second degré en
2 est positif ou nul. Posons f(z) = 1172% + 2(10k + 71)z + (k + 2)* — 68.
On cherche a déterminer le signe de f(z).
A = [2(10k 4+ 7T1)]* — 4 x 117 x [(k 4+ 2)* — 68]
= 4(10k + 71)* — 468[(k + 2)* — 68]
— 4(10k 4 71)% — 468(k + 2)* + 468 x 68
= 4(100k* + 1420k + 5041) — 468(k* + 4k + 4) + 31824
= 400k* + 5680k + 20164 — 468k* — 1872k — 1872 + 31824
= —68k> + 3808k + 50116
= —4(17k* — 952k — 12529)
= —68(k* — 56k — 737)
Pour déterminer le signe de f(z), il faut connaitre le signe de A.
Pour cela, déterminons le signe de k% — 56k — 737 =0 :

A =562 — 4(1)(—737)
= 3136 + 2948 = 6084

=4 x 1521
= (2 x 39)?
=782
D’ou :
k1:56_78:—11 ot k2:56+78:67
2 2
T —00 —11 67 +00
k? — 56k — 737 + 0 — 0 +
A — 0 + 0 —

L’équation (E) admet des solutions si et seulement si A > 0, i.e. k* — 56k — 737 < 0,

autrement dit (k4 11)(k — 67) < 0. En conclusion :
e Si(k+11)(k—67) <0, ie —11 < k <67 : I'intersection est un cercle
e Si(k+11)(k—67)=0,ie. k= —11 ou k =67 : 'intersection est réduite & un seul point
e Si(k+11)(k—67)>0,ie k< —11ouk > 67 : 'intersection est vide



