Géométrie dans |'espace (2/2)

1. Quelques rappels et compléments autour
des droites, plans et vecteurs de |'espace

Exemple rappel :

L’espace est muni du repére orthonormé
- = 7 . s
(O; 7,77, k). On représentera dans le repére

ci-dessous les points et droites considérés.
Soit (D) la droite dont wune représentation
paramétrique est :

r=—1+2t
y =5t teR
z2=3—1t
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1. Le point A <O; 3 5) appartient-il a (D) ?
Méme question avec le point B(—1; 0; 2).

5 9
A (0 ) € (D) si et seulement s’il existe

1272
0=—1+2t t=13
teR tel que{ 2=5t e t=1
2=3-t t=1

Donc A appartient a la droite (D).
B(—1;0;2) si et sculement s'il existe t € R

—1=—-1+72t t=20
tel que ¢ 0 =25t Jie.q t=0
2=3-1 t=1

Donc B n’appartient par a la droite (D).

2. On considere la droite (D’) dont une
représentation paramétrique est :

T =4s
y=-2+10s selR
z=1-—2s

Quelle est la position relative des droites
(D) et (D)7

Un vecteur directeur de (D) est 7 | 5

—1
4
. —
Un vecteur directeur de (D') est «’ [ 10 |. Donc
—2
u' = 2u. Les vecteurs sont colinéaires, donc les

droites sont paralleles. Regardons si elles sont
confondues. Or, A € D d’apres 1., mais on montre
que A ¢ (D’'). Donc les droites (D) et (D’) sont
strictement paralleles.

3. On considére la droite (D”) dont une
représentation paramétrique est :

r=-3-—2r
y=2-—12r reR
z=2>5

Quelle est la position relative de (D) et (D”)?
—2
17 —12

0

Un vecteur directeur de (D”) est

Alors

T odl =2 % (=2) 4+ 0 x (—12) 4+ (=1) x 0
=—4

# 0

Les vecteurs directeurs mne sont pas

orthogonaux, donc les droites ne sont

pas perpendiculaires. Les vecteurs ne sont pas

non plus colinéaires, donc les droites ne sont
pas paralleles. Les droites sont sécantes.

m DEFINITION

Soient A un point et  un vecteur non nul.

La droite de ’espace passant par le point A et de
vecteur directeur i est Uensemble des points M
de I'espace vérifiant :

3t € R, AM — t

Cette droite se note d(A; ).

M ~q
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m DEFINITION :
_>

Dans un repere (O; 7,7 ,?), si le point A a

pour coordonnées (z4; ya; z4) et le vecteur U
a

non nul a pour coordonnées | b |, alors M(z; y; 2)
c

appartient a d(A; ) si et seulement si

T =xy+ at
Yy =1ya+0bt
z2=2zp4+ct

C'est une représentation paramétrique de la
droite d(A; o).

m DEFINITION :
Soient 7, T et W trois vecteurs de I’espace.
Si W et U sont colinéaires, alors les vecteurs 7,
o et W sont coplanaires.
Si @ et ¥ ne sont pas colinéaires : les vecteurs
7, o et W sont coplanaires s’il existe un couple

(t;s) eR*>tel que : W =t +57.

C

W=ad +b0

m DEFINITION :

Soient W et ¥ deux vecteurs non colinéaires et A

un point de 'espace.

Le plan (P) passant par A et de vecteurs directeurs
et U est 'ensemble des points M de 'espace

vérifiant :

3(t; ') € R, AM = t0 + 17

Ce plan peut se noter : P(A; u, 7)

Suite de 'exemple :

On considere le plan (OAB) qui est 'ensemble des
points M(x; y; z) de 'espace vérifiant : I(s; t) €

=-S5
R? tel que { y = 5t
z=0t+2s

C’est une représentation paramétrique du plan
(OAB).

1. Montrer que
M(z;y;2) € (OAB) < 2r—y+2=0

Cette équation est appelée équation
cartésienne du plan (OAB).

Un point M(z; y; z) appartient au plan (ABC)
si et seulementj’ﬂ existe des réels s et t tels

que:m:SOA—l—tOﬁ

0 -1
Soient 7 |1]| et 7| 0 |. (¥; V) est un
1 2

couple de vecteurs directeurs du plan (ABC)

—
M € (OAB) si et seulement si les vecteurs OM,
et ¥ sont coplanaires, c¢’est-a-dire s’il existe
(s; t) € R? tel que
P
OM =t + s

Grace aux coordonnées, on obtient le systeme

r =-S5
y =5t
z = bt + 2s
§=—x

Le. ot =1y
z=y—2x
§=—x

ie. S5t =1y
20 —y+2=0

Donc M(z;y; 2) € (OAB) < 2r—y+2=0
2

2. On note 7 le vecteur de coordonnées | —1

1
Vérifier que chacun des deux vecteurs directeurs
(non colinéaires) du plan (OAB) est orthogonal
au vecteur 77. On dit que 7 est un vecteur
normal au plan (OAB).

0 -1
On sait que dl5|letv| 0
5 2

Donc @ -7 =0x2+5x%x(—1)+5x1=0.
De méme, -7 = —1x240x (—1)+2x1 = 0.

Donc @ L Wetn L.
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3. Soit P(5;6;5). En utilisant le vecteur
7, déterminer les coordonnées du projeté
orthogonal P’ du point P sur le plan (ABC),
c’est-a-dire du point d’intersection de (ABC)
avec sa perpendiculaire en P.

La droite perpendiculaire au plan passant
par P a pour vecteur directeur . Sa
représentation paramétrique est :

T =5+ 2t
y=6—t teR
z=5+1

On cherche 'intersection avec le plan, c¢’est-a-
dire la valeur de t telle que

rT=0>+2
y=6-—t
z2=0+1
20 —y+2=0

«—2(5+4+2t)—(6—-t)+(5+t)=0
<~ 10+4t—6+t+5+t=0

<= 9+6t=0
—t=0
2
1
Ainsi P’ <2; —5; 7)
22

4. Calculer la distance du point P au plan
(OAB), c’est-a-dire la distance PP’

=
PP = | PP

e G
= /(=32 +1,52 + (—1,5)’

=+v9+2,25+2,25
= /13,5

2.  Produit scalaire dans ['espace et
applications

m DEFINITION :

Soient ¥ et U deux vecteurs de I’espace.
Une unité de longueur étant fixée, le produit

scalaire des vecteurs © et U est le nombre réel
noté @ - ¥ défini par :

©-T =S|I+ VI - NP - V)

N | —

Exemple :

On considére un cube
ABCDEFGH d’aréte 1.
Calculer zﬁ . ﬁ

Dans ce cube, muni d’un repere orthonormé

1 1
(A;E,B,E):ﬁ 1 etﬁ 0

1 |
AH AP =1x141x0+1x1=2

m PROPRIETE :
Dans un repere orthonormal (O ; 7.7, ?), si le
vecteur @ a pour coordonnées (x;y; 2) et sile
vecteur ¥ a pour coordonnées (z'; y; 2') alors :

UV =ar +yy + 27

Démonstration.
1 2 2 2
777=§M7+7H—WM—W7H
x+a
Or: 4+ a pour coordonnées | y + 3’ |, donc :
z+ 72
1 2 2 2
5 I+ T =112~ 1717
1

=Sle+ 2+ @+y)+ (= +2)
_ (ZL‘2 +y2 +22) o ([)3,2 +y/2 —I—Z,Q)]
1
= §[x2 + 222" + 2 + P+ 2y + P+ 2%+ 222+ 2
_x2_y2_22_x/2_y12_212]
=ax' +yy + 27
O

Dans la suite, on supposera toujoulg I’espace muni
d’un repére orthonormal (O; 7, 7, k ).

Exemple :

Retrouver le résultat du calcul de AH - ﬁ n
utilisant le repeére orthonormal : (A ; A ,E, AFE).

1 1
ﬁletﬁ()

1 1

AH-AF =1x141x04+1x1=2
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On déduit de la propriété précédente la distributivité
du produit scalaire par rapport a l’addition des
vecteurs et on a donc les regles de calcul déja connues
pour le produit scalaire dans le plan :

m PROPRIETE :
Pour tous vecteurs de I'espace 7, U et W et tout
réel k :

c U T =7
« U (kV) = (kW) -V =KW - V)
e U (V+W)="-V+°- -0

Exemples :

Dans le cube précédent, calculer en utilisant les
propriétés précédentes :

AE . A
ZﬁJEW:Z§42§+E?):ZE-Z§+Z§-§?

— 04+ AE-AE =1
AL - CH

CH = AH — AC = AE + EH — AC
— AL + AB + AD — (AB + AD)
_AF

Doncﬁ-c“ﬁ:ﬁ-ﬁzl
AL - A
AG = AD + BG = AB + BC + OG
— AB + AD + AL
Done AE-AG = AE - (AB + AD + AE)

=0+0+1
=1

AG - BH

B = B+ A = 4B+ 4B+ D + 4P
D+ A

AC-BH = (AB + AD + AE) - (AD + AE)
_AD-AD+ AD-AE + AD - AD
VAD - AL+ AE-AD+ AE - AE

=04+0+1+0+0+1=2

Les propriétés de l'orthogonalité vues en classe de
Premiere se déclinent alors de la facon suivante avec
le produit scal’aire’:
m PROPRIETE :
Une droite (D) de vecteur directeur @ et une droite
(D') de vecteur directeur @’ sont orthogonales si

%
et seulement si: o - u = 0.

d
A
il

| — A
u
d/

Exemple :

Les droites (D) et (D') de représentations
paramétriques respectives

r=3+t r =2k
y=-5—2t teRet ¢ y=-3—-2k keR
z=—-3+3t z=4 -2k

sont-elles orthogonales 7
Sont-elles perpendiculaires ?

1
Un vecteur directeur de (D) est (2)
3

2
Un vecteur directeur de (D) est (—2)
-2

WU =1%x24(-2)
—24+4-6=0

x (—2) +3 x (—2)

Les droites sont orthogonales. Pour qu’elles soient
perpendiculaires, il faut qu’elles soient sécantes.
Cherchons s’il existe ¢ et k tels que les coordonnées
coincident

3+t=2k t—2k=-3
—5—-2t=-3-2k << —2t+2k=2
—3+3t=4-2k 3t+2k=17
t—2k=-3
3gt+2k=17
t=1
< 2k=-4 (Ly)
g b=1
k=2

Le systeme admet une solution unique. Les
droites sont orthogonales et sécantes, donc
perpendiculaires.
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m PROPRIETE :

Une droite (D) de vecteur directeur @ est
perpendiculaire & un plan (P) de vecteurs
directeurs (07 ; v3) si et seulement si :

U= =0

Remarque : Dans la configuration ci-dessous, on dit
que le vecteur © est normal au plan (P).

(d) (d)

3. Equations cartésienne de plan

m DEFINITION :

On appelle vecteur normal a un plan tout
vecteur directeur 77 d’une droite perpendiculaire a
ce plan.

Exemples :
—1
1. Soit (P) = P(A; U, V) ou W | 2| et
3
4 1
U | —2|. Montrer que 7 | 2 | est normal &
0 -1

WU =1x(=1)4+2x2+(-1)x3
= —1+4+4-3=0

WU =1x442x(=2)+(=1)x0
—4-44+0=0

Donc 7 est normal & P.

0 2
2. Soit P=P(A: W, P)on | -2|et ¥ [ -3].
1 1
a
Déterminer (a; b; ¢) € R3 tel que 77 | b | soit

un vecteur normal & (P).

U =0
LT =0

3| 3]

On résout le systeme : {

T U=020xa+(—2)xb+1xc=0
& —2b+c=0
Sce=2b

WU =02+ (-3)b+1xc=0
&2 —3b+¢=0
< 2a—3b+20=0

S 2a—0=0
N b
a= -
2
On peut choisie b = 2, alors a =1 et ¢ = 4.
1
Donc 7 | 2
4
3
3. Soient 77 | 1 | et un point A. Déterminer deux
—4
vecteurs U et ¢ non colinéaires tels que T soit
un vecteur normal & P = P(A; o, V).
x x
Posons @ [y | et ¥ |y |. On va choisir deux
z 2

triplets sont proportionnels qui vérifient @ -7 =

Oet ¥ - 77.

Par exemple, on peut choisir x =4, y = 0 et
4

z=3.Donc ¥ |0|.
3

De méme, on peut choisir 2’ = 0, ¢y = 4 et
0

2 =1.Donc ¥ | 4|.
1
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m PROPRIETE :

Un plan est entierement défini par la donnée d’un
de ses points et d’un vecteur normal :

MePA; T, 7)o AM -7 =0

oun L detn L.

Démonstration.

(=) Soit M un point du plan P = P(A; ¥, V) et
7 un vecteur normal A ce plan. Par définition, il

existe (k; k') € R? tel que AM =k + k.
On en déduit que

AM -7 = (kT +KT)- T
kU - AKY T
=0+0
=0

car 70 est normal & P donc orthogonal a tout
vecteur de P.
Donc si 7 est normal & P et si M € P, alors
AM -7 =0,

(«<=) Réciproquement : supposons que M est un point

; VRV :

de V'espace tel que AM - 7 = 0. Soient W et U
deux vecteurs non colinéaires et orthogonaux a
7. Le triplet (7, o, W) forme alors une base des
vecteurs de l'espace et il existe donc (k; k' ; k") €
R3 tel que : 217\7 kU + KT+ K.
Comme par hypothése on a E\? .7 =0, alors :
(kU + KV + k') -7 =0dou
k- + KT T+ KT T = 0 et dou
par définition de @ et ¥. k”| 7> = 0 donc
k"|| 7|2 = 0 et puisque le vecteur 77 est non nul,
on en déduit : £ = 0.
Par conséquent, m = kud + KU et donc
M e P(A; W, 7). Ainsi si AM -7 =0 alors M
appartient a un plan défini par le point A et le
vecteur normal 7.

O
Remarque : La notion de vecteur normal a un plan est

souvent d’un usage plus commode que celle de vecteurs
directeurs (c’est-a-dire d’une base) de ce plan.

m PROPRIETE :
Deux plans sont paralleles si et seulement si un
vecteur normal a I'un est colinéaire a un vecteur

b )
normal a ’autre. Tﬁ

Sy

m PROPRIETE :

Deux plans sont perpendiculaires si et seulement
si un vecteur normal a I'un est orthogonal a un
vecteur normal a l'autre.

\

/

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
.-

m PROPRIETE :

Une droite est parallele a un plan si et seulement
si un de ses vecteurs directeurs est orthogonal a un
vecteur normal a ce plan.

A

TS
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Ces considérations amenent naturellement a privilégier
un autre type de représentation de plan, liée a la notion
de vecteur normal : I’équation cartésienne d'un plan.

m THEOREME :

%
Soit (O 7.7, k) un repere orthonormal.

(i) Tout plan P admet une équation dite
cartésienne, de la forme : ax +by+cz+d =0
ou (a; b;c)#(0;0;0).

(ii) L’ensemble des points M de coordonnées
(x;y; z) vérifiant : ax + by +cz +d = 0
ou (a;b;¢) # (0;0;0) est un plan dont un

a
vecteur normal a pour coordonnées | b
c

Démonstration. (i) Soit P un plan et A un point de
ce plan. On a vu plus haut que le plan P est défini

par le point A et un vecteur normal %)(a; b; c).

Alors
M(z;y;2)€eP

e AM-T =0

—(axa + bya + cza)

Donc le plan P admet bien une équation de la
forme ax + by + cz +d = 0.

(ii) Soit (€) 'ensemble des points M (z; y; z) tel que
ax + by + cz + d = 0. Comme le triplet (a; b; ¢)
n’est pas (0; 0; 0), au moins I'un des réels a, b ou ¢
n’est pas nul : supposons (sans perdre de généralité)
que a # 0. Alors le point A de coordonnées

d
(— 0 0; O) est un point de ’ensemble (£).
a

Donc ax 4 + bya + cza +d = 0.

Par différence des
{ ar+by+cz+d=0

deux équations de

ars+bys+cza+d=0

On en déduit a(x —x4) +b(y —ya)+c(z—24) =0
On peut réécrire cette équation sous la forme

a
—
AM -7 =0ou 7 | b
c
o
OrAM-ﬁ:O@M(:U;y;z)EPoﬁPestle

plan passant par A et de vecteur normal .

Donc l'ensemble des points M(x; y; z) tel que

ar + by + cz + d = 0 est bien un plan de vecteur
a

normal 77 | b

c
[l

Remarque :

1. En pratique, pour trouver une équation cartésienne
de plan, on cherche un vecteur normal a ce plan
(voir la partie 4) et on effectuera un calcul analogue
a celui de la preuve de I'assertion (i).

2. Une équation cartésienne d'un plan fournit

instantanément les coordonnées d’un vecteur
normal & ce plan.

3. On notera qu'une équation cartésienne de plan

n’est pas unique : on peut multiplier chacun de ses
membres par tout réel non nul.

4. On notera également qu’'une sphere admet une

équation de la forme x?+y?+ 22 +ax+by+cz+d = 0
mais que, réciproquement, une telle équation n’est
pas forcément une équation de sphere.

A contrario, tout plan admet une équation de la
forme ax+by+cz+d = 0 et toute équation de cette
forme ou (a; b; ¢) # (0; 0; 0) est une équation de
plan.

Exemples :
1. Soit A(0; 1; —2), B(3; —1;4) et C(—1;0; 3).

(a) Vérifier que les points A, B et C' définissent
un unique plan.

3 —1
B —2| et 1@ —1
6 5)
sont pas colinéaires, donc ces trois points

définissent bien un unique plan.

. Ces vecteurs ne

(b) Trouver les coordonnées (a; b;c) d'un
vecteur 77 orthogonal a 1@ et 1@

On résout le systeme

(T2«

3a—2b+6¢c=0
—a—b+5¢=0

3a—2b+6¢c=0
a=—b+ 5c

(3

3(=b+5c) —2b+6¢c=0

~
a=—b+bc
—5b+21c =0
~
= —b+5c
21c
5
< 4c
a=—
5
On peut prendre ¢ = 5, et alors a = 4 et
4
b=21. Donc 7 |21
5
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(¢) En déduire une équation cartésienne du plan

(ABC).

Le plan passe par A(0; 1; —2) et a pour vecteur
4

normal 77 | 21 |. Son équation est :
)

Mz —0)+21(y — 1) +5(2 — (=2)) =0
ie.dr + 21y —21+52+10=0
ie.dr+2ly+52z—11=0

2. Soient A(2; 1; =2), B(—1;2;1) et

P: 2z —-y+2—-2=0.

(a) Quelle est la position relative de la droite
(AB) et du plan P?
Un vecteur directeur de (AB) est

-3
an| 1
3
2
Un vecteur normal & P est 7 | —1
1
AB- 7 =(-3)x2+1x(-1)+3x1
:—6—1+3:—4
#0

Donc la droite et le plan sont sécants.

(b) On note [ le point d’intersection du plan P
et de la droite (AB).
Calculer les coordonnées de 1.

La droite (AB) a pour représentation

r=2-3t
paramétrique : ¢ y =141

z=—-243t
En remplacant dans 1’équation du plan, on

obtient

22-3t) —(1+t)+(—2+3t)—2=0

ie.ed—6t—1—-t—24+3t—2=0
le. —1—4t=0

ot 1
1.€. = ——
4
3 1 3
Done I (2+2;1—>;-2-°
one (+47 1 4)
i.e. [(11 3 11)
4"’ 4 4

3. Soient Py : x—4y+7=0et Py : x+2y—2z+1 = 0.

(a) Quelle est la position relative des plans P,

et 7)27

Un vecteur normal & P; est 7} | —4

Un vecteur normal a Py est 775 2

Ces vecteurs ne sont pas colinéaires, donc
les plans sont sécants.

(b) On note (D) la droite d’intersection des
plans P; et P,. Donner une représentation
paramétrique de la droite (D) et la
caractériser.

Les points de (D) vérifient le systeme :
r—4y+7=0
r+2y—2+1=0

De la premiere équation : x =4y — 7

En remplacant dans la seconde équation
dy—T)+2y—24+1=0,

on obtient 6y — 2z — 6 = 0,

c’est-a-dire z = 6y — 6

La représentation paramétrique de (D) est

r=4t-7

y=t teR

z =6t —6
Un vecteur directeur de (D) est v
Pour ¢ = 0, on retrouve A(— 6)
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4. Produit vectoriel

A. Quelques définitions

Orienter I'espace, c’est distinguer deux types de bases :

m DEFINITION :

%
Une base de 1'espace (7, 7K ) sera dite directe
si elle respecte la « Regle de la main droite » :
Sinon, elle sera dite indirecte.

L
ol
-
0
= —.4" —
J

%
Un repere de_l;espace (O; 77 7), k
base (77,7, k) est directe.

Remarque : Si (O; 7.7,

alors (O; 7,?,7}) et (O;
m DEFINITION :

Soient ¥ et U deux vecteurs de I’espace.

Si W et ¥ sont colinéaires, alors le produit vectoriel
des vecteurs U et U est ﬁ

Si @ et U ne sont pas colinéaires, alors le produit
vectoriel des vecteurs o et 7, est le vecteur noté
0 A 7, défini par :

« WA est orthogonal au vecteur U et au
vecteur .

e La base (7,7, @ A7) est une base directe.
< 112 ADI = 1] x T [sin(E, 7)1

) est direct si la

%
k) est orthonormal direct,

- .
K7, 7)) le sont aussi.

2B

LT

Exemples :

%
Si la base (7', 7, k) est orthonormale directe,
donner les valeurs de :

TAT .
7 A z = 0 (vecteurs colinéaires)
T
7 A0 = 0 (vecteurs colinéaires)
TAT
%
TN =k (base directe, vecteurs orthonormés)
-
7N 1 .
TAT =—Fk (produit vectoriel antisymétrique)
R
INE
z ANE =T
k@7
EANQT)=20k ANT)=2(-7)=-27
FAD) T
(?A?)z: k-7 =0
(TAT)E
(AT k=Fk- k=1
m PROPRIETE :

i) TAY = T < W et U sont colinéaires.
(i) VAW =—(d AT
Démonstration de (i) :

_>
=) Supposons que UANT=0.
Si W et ¥ sont colinéaires, c’est démontré.

~—

Si W et ¥ ne sont pas colinéaires, alors d’apres la
définition du produit vectoriel, on a :

12 AT = 2] % [ 7] % |sin(3Z, )|

Or 7/\72?, donc ||7/\7|| = 0.

Ainsi : ||7|| X ||7|| X |sin(7,7)| =0.

Comme U et ¥ ne sont pas colinéaires, ils ne sont
pas nuls et ne sont pas paralleles, donc H7|| #£0,

| 7| # 0 et sin(W, V) # 0.
On aboutit & une contradiction. Donc @ et ¥ sont
nécessairement colinéaires.

Réciproquement, si U et U sont colinéaires, algrs
par définition du produit vectoriel, W A ¥ = 0.

Démonstration de (ii) : en exercices ! O
Remarque : La propriété (ii) peut étre reformulé en
« le pgoduit vectoriel est antisymétrique ».
B DEFINITION :

Soit F un ensemble.

On dit que T est antisymétrique si

<)

V(z;y) € B aTy=—(yTx)
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B. Regles de calcul
m PROPRIETE :

Soient W et U deux vecteurs de I’espace, et
(a; b) € R% On a les propriétés suivantes :

(i) (a@)AOBV) =ab(d AT).
(i) UAN(T+W)=UANT+ULAD.
Exemple :
Calculer (7 + V) A (W — 7).
(7 + )N (d )
= UNU-)+T AU -7)
= UNU-UANT+TAL-TAY
= 0-UAT-UAT —
= —2UAT

m PROPRIETE :

. - .
Soient (7, 7K ) une base orthonormale directe,
U et U deux vecteurs de coordonnées respectives

i
Y
%

7.7

7._77

(admise)

/

:L,l
et (y’) dans cette base. Dans la base
z

_>
k), le vecteur UANTY a pour coordonnées

yz — zy

zx' — xz
=3
Soit —>7, k)
orthonormale directe. Si @ = z7 + Yy j + zk
ot (z;y;2) e R¥et ¥ = /7 +y 77 +ZE> ou

(2'; 3y ; 2') € R3, calculer les coordonnées de AT,

UNY =

=z’ (7

Démonstration. une base

(31;’7—1—1/74—2%)/\(31:’7>

TAT) +ay (T AT
+yd (T AT+ (T AT) +y2 (T
v (K AT) + 2/ (K A (
=0+ xy’? +22'(=77)
+ yx'(—?) 04y 7
+22 T 2 (-7

)T + (v —ya') K

/

= (y2' — 2y )T + (22’ — 22/

yz' — zy
2l — x|, 0

xy — ya’
La premieére coordonnée de U N est ‘ )
\ y /

Nane 57 A 2f
Remarque :

o et les deux autres coordonnées

)
s’en déduisent par permutation circulaire.

Remarque : Pour calculer les coordonnées du vecteur

U AT, on peut aussi utiliser la méthode suivante :
e Premiere coordonnée : on barre la premiere ligne

de la matrice des coordonnées et on calcule le
déterminant 2 x 2 restant

¥
y
z 2

e Deuxieme coordonnée : on barre la deuxieme
ligne et on calcule le déterminant (qui doit étre
multiplié par —)

x x ,
T
y ;/ donc — | =
z
o Troisiéme coordonnée : on barre la troisieme ligne
et on calcule le déterminant

y y

donc =y —y'z

—(x2'—a'2) = 2'z—a2

x -
y 1y | donc | =xy — 2’y
4 !
Exemple :
%
Soit (O 7,7, k) un repere orthonormé direct,

et A(1; —1;1), B(3; =2;4) et C(=3;1; —1).
Calculer les coordonnées de AB A A
2
ﬁ -1 et 1@
3 -2
1) x (=2) =3 x2

(=
EA@B(

—2x(=2)
2x2— ( 1) x (—4)
¢’est-a-dire zﬁ A 1@ (g)
Calculer les coordonnéesode :
T T — (T A TC) e T 1 T8
0

—6 (=1) x (=3)—3x3
BC| 3 | done ABABC |3 x (=6) — 2 x (~3)
-3 2 x 3—(—1) x (—6)
—6
c’est-a-dire 1@ A B? (12)
0

0

8
BAN2AC = —2(ABAAC) i.e. BAN2AC (16)
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C. Quelques applications du produit
vectoriel

a. Calculer les coordonnées d'un vecteur
normal a un plan
m DEFINITION :

Si A, B, C' sont trois points non alignés de 1’espace,
alors le vecteur W = AB A AC' est un vecteur

normal au plan (ABC).

B
/?—' 2

P)

Exemple :

- .
Dans le repere (O Tk ), on donne les points
A(-1; 15 3), B(2; 1 ;0) et C(4; —1;5).
Vérifier que les pomts A, B et C déterminent
un plan (ABC') puis en déterminer une équation
cartésienne.

3 5
AD ( 0 ) et AC (2)

-3 2
Ces vecteurs ne sont pas colinéaires, donc les points
déterminent un plan.

W = AB A AC
0x2—(=3)x(-2)
ﬁ( (=3) x5 —3x2 )
3x(=2)—0x5

—6
cest-a-dire 77 (21)
—6

2
Un vecteur normal est donc 71 (7)
2
L’équation du plan passant par A(—1; 1; 3) et de

2
vecteur normal ﬁ (7) est :

2

20 +1)+7y—1)+2(x—-3)=0
= 20+24+Ty—7+22—-6=0
— 20+4+Ty+22-11=0

b. Calculer I'aire d'un triangle

m PROPRIETE :
L’aire d'un triangle ABC est A = %H@ A z@”

Démonstration.

On considere le triangle A

ABC ci-contre.
On sait que l'aire d’un /ZX
/ i b\

triangle ABC' est
A= fbc sin A B

Or : bosin 4 = IAB|| x |AC| x sin A = | AB A Tou.

Donc l'aire du triangle ABC est A = fHﬁ A ﬁ”

Exemple :

Dans un repere orthonorme (O;
soient A(1; —1; 3), B(3; —1;0) et C(—
Calculer 'aire du triangle ABC’ .

2 —6
,ﬁ(o) etﬁ(?))
3 —6
0 x (—6) — (—3)
ﬁm@((g)x(@ x
X 3—0 X

X 3
2 (_6) )
o)
9
ic. AB A AC (30)
6

|AL A AC| = V07 1 30% + 2
1017
= 3V113
3v113
2
c. Calculer I'aire d'un parallélogramme

m PROPRIETE :
L’aire d’un parallélogramme ABC'D est :

— | AB A AD)|

1
Donc »AABC’ = 5 X 3v113 =

Démonstration.

L’aire du parallélogramme B C

ABCD est double de /\

celle du triangle ABD,
[
propriété précédente. A D

on conclut en utilisant la

[]
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5. Calculs de distances et de mesures
d’angles dans |'espace

A. Distance d'un point a une droite

m DEFINITION :
Soit (D) = d(A; W) avec AB = ¥ une droite de
I'espace, M un point et H le projeté orthogonal du
point M sur (D).
On appelle distance du point M a la droite
(D) la distance M H.

=)

M
m PROPRIETE :
La distance du point M & la droite d(A; ) est
v 1AM AT
d

Démonstration. Soit H le projeté orthogonal de M
sur la droite d(A; ).

Par définition du projeté orthogonal, le vecteur M ﬁ
est orthogonal au vecteur directeur U de la droite.

On sait que m = ﬁjLHM.
Comme H appartient & la droite d(A; o), il existe
tERtelqueﬁ:tﬁ.
De plus, HM est ortho%al a 7, donc HM -4 =0
Calculons maintenant AM A U :
— —
AM AT = (AH + HN) AT
—
—AH AT+ HM AT
—
—td AU +HM AW
—
—0+HMAT
—HM AW
—
Sachant que HM et U sont orthogonaux,
— —
|AM AT || = ||[HM A ||
—
— [ HA < @) x sin (5
——
= [ HM| > || x 1
= MH x |||

e
Dot |[AM AW || = MH x |||
En divisant par | 7| (qui est non nul car ¥ est un
vecteur directeur), on obtient :

i IAM AT
I

]

Exemples :
N , g, -
Dans un repere orthonormé direct (O; @', 5, k) :

1. Soient les points A(1;0;0), B(0;0;1) et
M(1;1;1). Calculer la distance de M a la
droite (AB).

—1 0
@(o)etm(l)
1 1

N Ix1-1x0
OnsaitqueAM/\jﬁ I1x(=1)—0x1],
0x0—1x(-1)
1
i.e.m@(l)
1
Done |[AM AAB|| = vIT T+ 1=1/3
De plus, ||f@||:\/1+0+ =2

Donc la distance d cherchée est

V3 G
d = —— = —
V22
2. Soit (D) la droite de représentation
r=1+2
paramétrique ¢ y=1—t teR
z=1+1

et A(2; —1; 3). Calculer la distance de A a
(D).

Un point de la droite (D) est (pour ¢t = 0) :
P(1;1;1). Un vecteur directeur de la droite

2 1
(D) est W (1) Ainsi PA (2)
1 2

(2)><12><(1))
2x2—-1x1 ,

Donc ]3—1>4/\7
Ix(=1)—(-2)x2

0
i.e. ﬁﬁl AU |3

3

—
Donc |[PAAN || =0+9+9 =32
et |7 =vA+1+1=6
Donc la distance d cherchée est
g 3V2

6

@nley
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B. Distance d'un point a un plan

m DEFINITION :
Soient le plan (P) = P(A; o, W) avec AB = T et
= ', M un point et H son projeté orthogonal
sur le plan (P).
On appelle distance du point M au plan (P)
est la distance M H.

m PROPRIETE :
La distance du point M au plan P(A; u, ?) est :
H 0
v = AL )
17 Ao

Démonstration. Soit H le projeté orthogonal de M

sur le plan P(A; ?)

Par définition du projeté orthogonal, le vecteur ]\ﬁ[

est orthogonal au plan P.

Le vecteur @ = o A v/ est un vecteur normal au plan

P car il est orthogonal A la fois & U et & 7

On sait que AM zﬁ + W

Le vecteur AH appartient au plan P, donc il existe

(a; B) ERZﬂquezﬁ:aﬁjLﬁu’.

Le vecteur HM est orthogonal au plan, donc il est

colinéaire au Vecteur normal, c¢’est-a-dire :

il existe A € R, HM = AN A 7)

Calculons le produit scalaire AM - (W« A _)7)
M- (@ Ad)=(AH + HM)- (7 A d)

— AH - (7 A 7) + HM -

— (0T +B8d)- (T A
CHM (@A)

(T )

1

Olr_> le vecteur @ A u _Sst orthogonal a la f01s a 7 et
a o', donc W - (7/\u’)—0et u (7/\u)
Par conséquen

(7A7):o+fﬁ4-(7A7)
_NT AL (T A

%
=MW Ad|?
. —
De plus, comme HM = )\(7 Au'),ona:
— —
= [HM|| = |A| x [T A o

MH

S
I A
En prenant la valeur absolue de AN - (7 Au )

AN (@A) = AT AP
_>
= MH x |4 A

Donc : || =

En divisant par |7 A u || (qui est non nul car U et

u ne sont pas colinéaires), on obtient

AN - (@ AT

MH: —
I A

[]

Remarque : Dans le calcul précédent, on peut
remarquer que la seule caractéristique du vecteur
YN qui revét une importance dans 1’établissement
de cette formule est qu’il est un vecteur normal au
plan (P) : on peut donc le remplacer par n’importe

quel vecteur 7 normal & (P).

m PROPRIETE :

Si (P) est le plan passant par le point A et 7 un
vecteur normal a (P) alors la distance du point M

—
AM -7
au plan (P) est : MH = |T||i|
n
Exemples :
N ;o qe I

Dans un repere orthonormé direct (O; ", 7, k) :
1. Soient les points A(2; —1;3), B(3;0;4),

C(1;1;4)et M(—1; 3; 4). Calculer la distance
de M au plan (ABC).

1 -1
/@ 1 etﬁ 2 .Ainsiﬁz;@/\fﬁ
1 1
I1x1—-1x2
c’est-a-dire 7/ (1 X (—1) — 1)
—1 N -3
ou encore 77 | =2 |. De plus, AM | 4
3 1
—
AM -7 = (=3) x (=1) +4x (=2) +1x 3
=3-8+43
= -2

7| =vI+4+9=+14

Soit d la distance cherchée.

-2 2 2/14 V14

T V14 J14 147
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2. Soit (P) le plan d’équation cartésienne

20 —3y+5z2—4=0

et M(1;2;1).
Calculer la distance de M a (P).
2
Un vecteur normal au plan (P) est 7 | —3
5

Choisissons un point quelconque A du plan : on
peut prendre A(2; 0; 0) (en posant y =z =0

-1
—
dans I’équation). Alors AM | 2
1
AM -7 = (~1)x2+2x (=3) +1x5
— 2-6+5
=-3

De plus, |7 = v4+ 9+ 25 = /38
Donc, si d est la distance cherchée,

-3 3 33
V38 V38 38

On déduit de la formule précédente :
B PROPRIETE :

Si dans un repere orthonormé (O; 7,?,?),
le plan (P) admet pour équation cartésienne :
ar + by +cz+d = 0 et si M(xa; ynr; 2m)
alors la distance du point M au plan (P) est :
MH — ‘CL&ZM—FbyM—i-CZM—l—d’

orthogonal de M sur le plan (P).

ou H est le projeté

Démonstration. Soit (P) un plan d’équation
ar +by+cz+d=0

et M(xpr; yar; zy) un point de espace.
a
Un vecteur normal au plan est b
c
Pour trouver un point A du plan, on peut poser par
exemple y = 0 et z = 0 dans I’équation

d
(si a #0), ce qui donne ax + d = 0, soit t = ——,
a
d
doncA(—; 0; O).
a

De plus,
n d
T pr —
—
AM a
Ym
M

—
Le produit scalaire AM - T vaut :

— d
AM'WZ(I<[EM+>+byM+CZM
a

=ary +d+ byy + czy
:aa:M+byM+czM+d
D’apres la propriété de distance d’un point a un plan
utilisant le produit scalaire :
—
: ﬁ‘

AN

MH ="
17|

Or, | 7] = VaZ + b + 2.

Par conséquent :

|al’M + byM + CZpm + d|

Va2 + b2+ 2

Remarque : Si a = 0, on peut choisir un autre point
du plan en posant z = 0 et z =0 (si b # 0), ce qui

d
donneB(O;—;O),oux:Oetyzo(sic#O),ce

MH =

b
qui donne C' [ 0; 0; ) Le calcul aboutit au méme
résultat car au moins un des coefficients a, b ou c est
non nul. 0
Exemple :

Reprendre le calcul de la distance de M & (P) de
I’exemple précédent en utilisant cette formule.
L’équation du plan est

20 —3y+52—4=0
Un point du plan est
M(1;2;1)
Ainsi
C2x1-3x245x1—4
2 (3R

C2-6+5—4|

V4+9+25
-3

d
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C. Calcul d'un angle géométrique

En travaillant dans un plan et en utilisant le cosinus,

le produit scalaire dans I’espace permet de calculer

des angles géométriques (c’est-a-dire non orientés).
Exemple :

ABCDFEFGH est un pavé droit vérifiant :

AB = AFE =2 et AD = 4. Le point [ est le centre
du rectangle EFGH et le point J est le milieu
du segment [F'H]. Déterminer la mesure de I'angle
géométrique IJA arrondie au dixiéme de degré.

E J H
| o |
71 ! g f
-
A <
/1 -
- N
/o e ~- -
/o -7
/ I -7
/ | -
/ -
roon
/
F G
So 1 P
RN e I
.4 I
~e \
~
// ~o |
, S
e
/ ; D
/ 7
- 4
// 7
/ e
/ s
-
/ s
/ s
/ -
/o
C

On place un repére orthonormé (A ; /@ , E, /ﬁ)
avec |AB|| = |AE| = 2 et |AD|| = 4.

Les coordonnées des points sont :

« A(0;0:0)
« £(0;0;2)
. F(2:0;2)
. G(2:4;2)
« H(0:4;2)

o [, en tant que centre de FFGH : I(1;2; 2)

« J, en tant que milieu de [EH] : J(0; 2; 2)
1 (0
Done J1 | 0| et JA | —2
0 -2
%
_ Ji-JA
cos(IJA) = JI-J

| 7E x (174

I1x0+0x(=2)+0x(=2)
Ixv/0+4+4
0

1 x2v/2
=0

Donc IJA = 90°.

D. Calcul de I'angle formé par deux plans
m PROPRIETE :

Soit (Py) un plan et nj un vecteur normal & (Py).
Soit, (P») un plan et 75 un vecteur normal & (Py).

On note a 'angle géométrique formé par les plans
(Py) et (P2) comme sur la figure ci-dessous. Alors

)

ni -

=0
[ni][l[n2|

Q¢ = arccos (

X

Démonstration. Soient (P;) et (P.) deux plans
sécants, et 77{, n5 des vecteurs normaux respectifs
a ces plans.

L’angle géométrique o formé par les deux plans est,
par définition, 'angle aigu (ou droit) entre eux le long
de leur droite d’intersection.

Les vecteurs nj et 73 sont perpendiculaires a leurs
plans respectifs. On peut montrer géométriquement
que l'angle 6 formé par n7 et b est soit égal a a, soit
a m— «, selon l'orientation choisie pour chaque vecteur
normal. Dans les deux cas :

| cos 0] = | cos

Or, comme « € {0 ;} cosa = 0, donc

cosa = |cosf|
Par définition du produit scalaire :

ni -
==
| |

cosf =
ni| ||nz|

On en déduit :

ni -

==
Int]l [[nz]]

Q. = arccos (

Ccos o =

Et donc :

ni -
==
IRl [[n2]]

)

]
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Exemple :

Calculer la valeur arrondie au dixieme de degré de
la mesure de I'angle o formé par les plans

(P):y—2z=—10et (Q): x + 2z = 20.
0

Un vecteur normal & (P) est ] | 1
-2

Un vecteur normal & (Q) est 72}

N O

Doncnf - n5 =0x1+1x0+4(—2) x2=—4

De plus, ||[7f]| =vO+1+4=15
et [m3] =v1I+0+4=15

—4 _‘—4‘_4_
VoxVEl Bl 5
Ainsi a = arccos(0,8) ~ 36,9°

D’ou cosa = ‘

E. Calcul de I'angle formé par un plan et
une sécante a ce plan

m PROPRIETE :
Soit (P) un plan et 7

un vecteur normal a (P).
Soit (D) une droite et d un vecteur normal & (D).

On note a 'angle géométrique formé par le plan
(P) et la droite (D) comme sur la figure ci-dessous.

Alors )

o = arcsin (

M alean
| |

Démonstration. Soient (P) un plan, 7 un vecteur

normal a (P), (D) une droite et d un vecteur directeur
de (D).

L’angle géométrique a entre le plan et la droite
est 'angle aigu (ou nul) entre (D) et sa projection
orthogonale sur (P). C’ est donc le complémentaire

de I'angle 6 entre 7 et 7 (ou entre 7 et —77, selon

I'orientation), ce qu’on peut voir sur une figure :

e 7 est perpendiculaire au plan,

. 7 fait un angle 6 avec ,

e donc d fait un angle g — 6 avec le plan, c’est-a-
T
di =——0.
ire o = 2

Comme pour le paragraphe D, le choix d’orientation
de 7 peut donner 6 ou m — 6, donc on prend la valeur
absolue pour garantir que a > 0. On a ainsi :

7 d
COSGZ ﬁ*
([ | |

En utilisant le sinus, en utilisant

T
a:§—0 avec

sina = sin<72r — 0) = cos 0

on obtient :
- ‘ ﬁ | ‘
17 )
Et donc :
n
17 d
O
Exemple :

Calculer la mesure de I'angle entre 'axe (Oz) et le
plan d’équation : y — 2z = —10.

Un vecteur directeur de (Oz) est 7

Un vecteur normal au plan est 7

Done 7 - d =0x 041 x04(—2) x 1=
De plus, | 7] = vVO+1+4=1/5
et |[d]=1

=2 2 2V

D’ou sina =

VEx1l 5 5
2
Ainsi o = arcsin <\5/5> ~ 63,4°
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