Corrigé — Révision pour le DS - 2

1. D’apres I’énoncé, i, —u, :(),9(1,,] _“0) donc y, :0,9(5’1_5)+5,1=5,19.
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Comme un+2 - un+1 = 0’9(un+1 - un )’ alors
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Donc , pour tout entier naturel 7, on a V., =A4AxV.

b. Avec la calculatrice, on trouve P! [ ]

y -10 10 -19+10 9 -9 9
P xA4= .
10 —9 19-9 -9 10 -9
y -9 9 0,9 1 -8,1+9 -9+9 0,9 0
P xAxP= X = = .
10 -9 1 1 9-9 10-9 0 1

. L. 0,9 0
Donc la matrice D vérifie D = 0 1 .

¢. Démontrons que pour tout entier naturel n, P(n) : 4" = PxD" x P
Initialisation : D’une part 4° = ], et d’autre part D° =],
alors Px D’x P! :P><]2><P’1 = Px P! =1,

La propriété P est vraie au rang 0.

Hérédite : Supposons que pour un certain entier naturel n, P(n) est vraie.
Prouvons que P(n +1) est vraie.

AN = A" x A= ( PxD"x P’l)x A, d’aprés I’hypothése de récurrence.
Or D=P 'xAxP;alors PxDxP"! =P><(P’1><A><P)><P’1
= (P><P71)A><(P><P’l)=12><A><I2 = A.

Alors
A" = (PxD” x P! ) (PxDxP‘l):PxD” (P‘1 ><P)D><P‘1 =PxD"'x P
car P"'xP =1,

La propriété est héréditaire.
Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et est héréditaire a partir du rang 0.
D’apreés le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, 4" = Px D" x P".

d. On a donc, pour tout entier naturel , V. =A"xV,,

) u u
cest-a-dire : | "= 4"x| ' |
un 1/[0

En égalisant les coefficients de la deuxiéme ligne des matrices ci-dessus, on
obtient :

=(=10x0,9"+10)u, +(10x0,9" = 9)u,
=(~10x0,9" +10)x5,1+(10x0,9" =9)x5

=-51x0,9" +51+50x0,9" —45
=-0,9" +6.

3. La taille de la colonie au bout du 10° jour est :
u, =6-0,9" ~ 5,651 arrondi a 10~.

Au bout du dixiéme jour, il y aura donc environ 5 651 fourmis.

4. Comme —1<0,9<1, lim 0,9" =0 et par limite de somme,
n—>+00
lim (-0,9" +6)=6.
1=+
A long terme, le nombre de fourmis se rapprochera de 6 000 fourmis.



