Probabilités (partie 2)

1. Probabilités conditionnelles

Exemple :

On considere la répartition suivante :

Classes de Terminale | L | ES | S | Total
Filles 20| 15 | 15| 50
Gargons 121 25 | 30 | 67
Total 32|40 | 45| 117

On peut associer a ce tableau deux arbres de
probabilités : 20

/L
/ S
x /L
\ES
67 S
Alors : o7 50
* PG = pn » PUF) =17

o Par ailleurs, la probabilité d’étre en L sachant
que l'on est un garcon est — ; ceci s’appelle

une probabilité conditionnelle.

12
i G
32 [ =532
17 \2;2\ F
25
4 _
70 ES T G
B T
40
30
45 Ry G
o s=mo
15 F
Alors : 39 0
* P =17 * PES) =117

e On a aussi que la probabilité d’étre un gargon

sachant que l'on est en L est 32

12

noté PL (G) = 372
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On constate donc que

PL(G) # P(G)

. Alinsi, I'événement L « influence » 1’événement G.
I1 faut voir P (G) comme la probabilité de G en
remplagant @ = {Tous les éleves} par

Remarque :

L ={Tous les éléeves en L} c’est-a-dire
67 12
Remarque : Remarquons aussi que
card (GN L)
(@) card (L)
card (G N L) /card (2)
card (L) /card (£2)
_ P(GNnL)
P(L)

d’ou la définition suivante :

m DEFINITION

Soit un univers {2 et une probabilité P sur (2.
On considére un événement A de probabilité non
nulle. Pour tout événement B, la probabilité de
I’événement B sachant I’événement A, notée
P4 (B) (ou P (B|A)) est définie par

P(ANB)
Py(B) =212
Remarque : On a donc
P(ANB)= P(A) x P4(B)
Remarque : P4 (B) est lu « P de B sachant A ».
Exemple :

Soit un jeu de 52 cartes.
On tire successivement deux cartes sans remise.

Soit I’événement A : « On tire deux piques ».
Soit I’événement B : « La premiere carte tirée est
un pique ».

Soit I’événement C' :
un pique ».

« La seconde carte tirée est

Calculons P(A). Ona A= BnC.

P(A) = P(BNC)
— P(B)x Py (C)

13 12

7X7

52 51

1

17
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m DEFINITION :

Soit €2 un espace probabilité fini. Soit n € N*,
Soient Ay, A, Az, ... et A,, n événements de €.

On dit que Ay, A, Az, ... et A, forme un systéme
complet d’événements de {2, ou une partition
de € si et seulement si :

1. Aucun des événements A;, As, ... A, n’est vide.
2. L’intersection de deux événements quelconques
des événements A;, Ay, As, ... et A, est vide.

3. La réunion des événements A, Ay, Az, ... et A,

est égale a €. ”

Remarque : A et A forment un systéme complet
d’événements, donc une partition de 2.

m THEOREME
totales)

Soit €2 un espace probabilité fini.

Soient A, A,, ... et A, un systeme complet
d’événements de ).

Soit B un événement quelconque de 2.

(Formule des probabilités

Ona B=(A NB)U(A2NB)...U(A,NB),
ou AyNB, A,N B, ... A, N B sont incompatibles.

On en déduit que
P(B)=P[(AiNB)U(A2NB)U...U(A; N B)]

Or, les événements sont incompatibles, donc
P(B)=P(AiNB)+P(AyNB)+
...+ P(A,NB)

Que I'on peut aussi écrire :

P(B) = P(Ay) x Py, (B) + P (As) x Py, (B)
+...+ P(A,) x Py, (B)
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Exemple :

Pour produire des pieces métalliques, un atelier
utilise trois machines identiques M, My et M;j
plus ou moins récentes. La fabrication se répartit
sur trois machines, chaque machine produisant une
piece finie. Une piece fabriquée comporte parfois
un défaut, selon le degré de vétusté de la machine
qui I'a produite. La répartition de la fabrication
sur les trois machines et la fréquence des défauts
sont données par le tableau suivant :

Machine M, My M
Proportion

de picces 50 % | 35 % | 15 %
fabriquées

Fréquence des défauts | 1% | 2% | 6 %

On préleve au hasard une piece dans la production.
On appelle D I'événement « La piece prélevée
présente un défaut » et M; I’événement « La piece
a été fabriquée par la machine M; » pour i =1, 2, 3.

« Calculer P (D).
Ona D = (DNM)U(DNM)U (DN Ms).
M, My et Ms forment un systeme complet
d’événements, donc, d’apres la formule des
probabilités totales, on a :

P(D) = (DN M) U (DN M) U (DN Ms))

(GN M)+ P(GN M)+ P(Gn Ms)

P
P
P(M1QG>+P(MQQG)+P(M3QG)
P(Ml) X P]Vh (D) + P(Mg) X P]wz (G)
+P (M3) X P]Vf:s (D)

5) 1 35 2 15 6
— Xt —— X ——F —— X —
100 100 100 100 100 100
2,1

100
= 2,1%

e La picce tirée présente un défaut. Quelle est
la probabilité qu’elle ait été fabriquée par la
machine M; ? On cherche Pp (M;).

P (DN M;
Pp (M) = (P(D))
_ P(Ml) X P]\/jl (D)
P (D
50 % )
_ 100100 _ 5
2,1 21
100
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2. Evénements indépendants

Exemple :

Dans une entreprise employant 250 salariés, dont
200 ouvriers et 50 cadres, on a réalisé une enquéte
pour recenser les volontaires pour travailler de nuit.

Volontaires | Non volontaires | Totaux
Ouvriers 80 120 200
Cadres 20 30 50
Total 100 150 250

Pour chaque salarié, les résultats (cadre ou pas
cadre, volontaire ou pas volontaire) sont indiqués
sur une fiche. L’expérience aléatoire consiste a
tirer au hasard la fiche d’un salarié. On appelle
V T'événement : « la fiche est celle d’'un volontaire »
et C' ’événement « la fiche est celle d'un cadre ».

Que vaut cette fois P (V') ?

100

foi P =—.

Cette fois, on a2 (V) 550
Donc P (V) = 5

Que vaut cette fois P (V)7

2 2
Cette fois, Po (V) = 58, donc Po (V) = v

Comment interpréter ce résultat ?

Cela signifie que ’événement C' n’a pas d’influence
sur I’événement V. La probabilité que 1’événement
V' ait lieu est la méme que celle que I'événement V'
ait lieu sachant que 'événement C' a eu lieu.

Remarque : On a les équivalences suivantes :

P(VNO)

P(C)
— P({CNV)=P(C)xP(V)
m DEFINITION :

Soit 2 un univers.
Soit P une probabilité définie sur 2.
Soient A et B deux événements sur 2.

Fo (V)= P(V) =P (V)

A et B sont indépendants
si et seulement si P(ANB) =P (A) x P(B)

& Attention

| Ne pas confondre indépendants et incompatibles.

B RAPPEL :
Deux événements A et B sont incompatibles si

et seulement si P (AN B) =0.

Remarque : D’une maniere générale,
P(ANB)=P(A) x Py(B)=Pg(A) x P(B)

et P(ANB)# P(A) x P(B)
Exemple :

Reprenons 'exemple des pieces métalliques. Les
événements D et M; sont-il indépendants ?
On a :

2,1
. P(D) = =

o 100
précédente.

50
« P(M) =305 =

2
Alors P (D) x P (M) =

d’apres l'exemple de la page

1
« P(DAM,) = —
(DN M) 100
2,1 1,05
100~ 100
Donc P (D) x P (M) # P (D N M,).

Ainsi les événements D et M; ne sont pas
indépendants.

Exemple :

Dans un jeu de 32 cartes, on tire une carte au
hasard. Soient les événements T' = « la carte tirée
est un trefle » et A = « la carte tirée est un As »
Les événements A et T sont-ils indépendants ?

On a 41 8 1
. PA) UG

T 32 8
1

Alors P(A) x P(T) = 312

Donc P(A) x P(T)=P(ANT).

Ainsi les événements A et T sont indépendants.
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3. Epreuves répétées : loi binomiale

On considere une expérience n’admettant que deux
résultats possibles, appelés « succes » ou « échec »
et notés respectivement S et S . On répete I’épreuve
dans des conditions identiques, les résultats successifs
étant indépendants les uns des autres.

Exemple :

On jette un dé non truqué.
Notons S I'événement : « On obtient un 6. » On a

alors P (S) = é

On jette le dé trois fois de suite.
On note A I’événement « Obtenir trois succes de
suite. » Calculer P (A).

P(A) = P(SNSNYS)
= PXpXp
(5)
- (5)
B 1
Soit un événement B : « On obtient exactement

deux fois 6 au cours des trois jets. » Quelle est la
probabilité de B ?

/S sSsNnsSnNs
S\
/ Sx SNSNS
S
7/5* sSNsSnNSs
S\f .
S SNsSnNS
/S* SNsSnsS
S\
/ S SNSNS
S
NS Snsns
S\f .
S sSNsSNsS

B:(SmSm?)u(Sm?mS)u(?mSmS)

Ces trois événements sont incompatibles deux a
deux .

P(B)=P[(SNnSNS)u(sSnSns)u(Snsns

P(B) = P(SnSnS) + P(SnSns) +
P(?mSmS)

1 1 5 1 5 1 5 1 1
PB) = %5 %676%6°676%6 %

1

o= () <3 (0 <3+ () <3
r-s(l)
)

P(B) ==

Combien de chemins comportent deux succes et un
échec? Il y a 3 chemins qui permettent de réaliser
deux succes et un échec.

On introduit la variable aléatoire X qui compte le
nombre de succes lors de ces trois lancers. Montrer

25
que P(X =1) = 7"

|
.
I
I

P[(SnSnS)u(SnsSnS)u(SnSr

P(X=1) = P(SNSnS) + P(SNSnS) +

5 5 5 1 5 5 5 1
PX =)= ox 2202202020
=) = x5 °6 7676765
5\2 1
P(X=1)=3 <> X —
( ) 6 5
25
PX=1)=2
Déterminer la loi de probabilité de X.
T 0 1 2 3
125 |25 5 | 1
P(X=g)| =2 |22 | L
X=2) 1356 |2 |72 | 216
P(X=0)=(1 )3—<5)3—125
VTP =AG) T 216

Quelle est I'espérance de la variable aléatoire X 7
Son écart-type ?

E(X) = OxP(X=0)+1xP(X=1)+2x P(
125 25 5 1
— i V) RO .
0x 916 T1 X F2X o +3% 55
1
2
E(X?*) = 0*xP(X=0+1*xP(X=1)+2%x
125 25 5 1
— "0 x 2 g 2 .
gxmﬁ+ Xy TAX S FIX G

3
Et d’apres le lemme de Konig-Huygens,

=5~ () =
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m DEFINITION :
Une expérience aléatoire comportant deux issues
(succes S ou échec S) s’appelle une épreuve de
Bernoulli.

m DEFINITION :
La répétition d’'une méme épreuve de Bernoulli,
avec indépendance des tirages, s’appelle un
schéma de Bernoulli.

m DEFINITION :
Dans un schéma de Bernoulli, si 'on appelle p
la probabilité d'un succes (donc P (S) = p), n
le nombre d’essais et X est la variable aléatoire
comptant le nombre de succes, on dit que la variable
X suit la loi binomiale de parametres n et p,
notée : B(n; p) et on écrit

X <= B(n; p)

Exemple :

Dans I'exemple précédent, X suit la loi binomiale de

1 1
parametres n = 3 et p = 5 notée X — B (3; 6)

m PROPRIETE :

Soit X wune variable aléatoire qui suit une
loi binomiale B(n ; p). Pour tout k entier de
I'intervalle [0 ; n]], la probabilité P(X = k)

d’obtenir exactement k£ succes est donnée par :
n ne
P(X =k)= ( ; )p’“(l—p) '

ou (Z est le nombre de fagons d’obtenir

exactement k£ succes dans n épreuves.

Exemple :

( ;l ) = 4. Il y a 4 fagons d’obtenir trois succes

quand I’épreuve est répétée quatre fois :

SSSS
SSSS
SSSS
SSSS

2
quand I'épreuve est répétée quatre fois :
SSSS
SSSS
S S SS
SSSS
SSSS
§SSS

( 4 ) = 6. Il y a 6 fagons d’obtenir deux succes

Exemple :
1
X suit la loi binomiale B (3 ; 6).

Retrouvons la loi de probabilité de X décrite a
I’exemple initial.

v = ()0
- ()

125
216

m PROPRIETE :

Soit X la variable aléatoire qui suit une loi
binomiale de B (n ; p). Alors

e E(X)=mnp
« V(X)=mnp(l-p)
« 0(X)=y/np(1-p)
Exemple :
X suit une loi binomiale B (3 ; é), donc
1 1
E(X)=3 63

et o(X) =
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Calculer des probabilités
avec une loi binomiale

Voici un exemple dont le but est de calculer P (X < 27)
et P (X = 25), ou X est une variable aléatoire qui suit
la loi binomiale B (50; 0,45).

e Aller dans le mode « Probabilités » de la

calculatrice

Probabil-ités

e Sélectionner « Binomiale »

Binomiale
Uniforme
Exponentielle
Normale

Khi-deux

o Inscrire les parametres de la loi binomiale
(ici, n = 50 et p = 0,45)

Loi binomiale

Suivant
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o Modifier les parametres de la calculatrice en
fonction de la question posée :

Loi binomiale

P(X< 27 )= 0.9220394

Loi bkinomiale

P(X= 25 )= 0_08733003

Voici en vidéo comment construire une loi
de probabilité avec la loi binomiale

https://youtu.be/pXON7g601ZA7si=
6SZHCYgVEXYZ579w

E:;!f.'l 8
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https://youtu.be/pX0N7g60lZA?si=6SZHCYgVEXyZ579w
https://youtu.be/pX0N7g60lZA?si=6SZHCYgVEXyZ579w

