Exercice 1. Soit (u,) la suite définie par ug = 3, uy = 6 et, pour tout entier naturel n :

o 1

Unt2 = Zun+1 - Zu"
Le but de cet ezercice est d’étudier la limite éventuelle de la suite (uy,).
On considére les suites (vy,) et (w,,) définies pour tout entier naturel n par :

vn:unH—Zun et w, =1u, —7

1. (a) Démontrer que (v,) est une suite constante.
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(b) En déduire que, pour tout entier naturel n, u,,; = 7Un + R
2. (a) En utilisant le résultat de la question 1.b., montrer par récurrence que, pour tout
entier naturel n, u, < u,+1 < 15.

(b) En déduire que la suite (u,) est convergente.

3. (a) Démontrer que (wy) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et

la raison.
1 n+1
(b) En déduire que, pour tout entier naturel n, u, =7 — (ZL) )
(¢) Calculer la limite de la suite (w,).
Solution : 1. a. Pour tout n € N; calculons v, :
1
Un+1 = Up42 — Zun-i-l
5 1 1
- Zun—l-l - Zun - Zun—l-l
5 1 1
= Zun—i-l - Zunﬂ - Zun
1
= Up+1 — Zun
= UTL
On en déduit que la suite (v,,) est une suite constante.
b. On en déduit aussi que, pour tout entier naturel n, v, = vy.
0 1 6 1 <3 21
rvg=1u; —-uy=6— - = —.
O g 4 4
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Donc pour tout entier naturel n, v, = —.
4
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De v, = tpy1 — Zun, on déduit que, pour tout entier naturel n, u, 1 = Zun + T

2. a. Posons, pour tout entier naturel n, P(n) : u, < u,41 < 15.

Initialisation : ug = 3, up = 6 alors up < u; < 15. La propriété est vraie au rang 0.
Hérédité : Supposons que, pour un certain entier naturel n, u, < u,y; < 15.
Prouvons que P(n + 1) est vraie, ¢’est-a-dire : w11 < tUp42 < 15.

D’aprés 'hypothése de récurrence, u,, < u,yq < 15.

1
En multipliant ces inégalités par — strictement positif, et en ajoutant R

bti tl +21<1 4—21<1><15—i-21
on obtien 4un 1 4un+1 1 1 1
Et donc u,11 < upio <9 < 15.

Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et est héréditaire a partir du rang 0.



On en déduit : pour tout entier naturel n, u, < u,+; < 15.

b. De la question précédente, (u,) est croissante et majorée par 15, alors par le théoréme
de convergence des suites monotones, la suite (u,) est convergente.

3. a. Pour tout entier naturel n,
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T4y
1 7

= _u'I‘L _ —
4 4
1

= “(u, — 7
100 = 7)

. 1
Pour tout entier naturel n, w, 1 = an etwg=uy—7=3—-—7=—4.

. . . 1 .
Donc (w,) est une suite géométrique, de raison 1 et de premier terme —4.

b. On en déduit que, pour tout entier naturel n,

1
=—4x —
4n
4
-0
B 1
- _4n71
1 n+1
)
1 n+1
et donc, comme w, =u, —7,0ona: u, =7 — Z) .
li N 0 1 L 1
c. lim {- ) =0car— <Z<'
1 n+1 1 n
Comme?—(—) :7—4><(—) ,
4 4
par limite de produit et de somme, lirf Up = T7.
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