Séquence XV — Primitives

rgExercice 1

Déterminer une primitive de chacune des fonctions
suivantes sur l'intervalle I :

e a(z)=(-2z+1)° sur I =R.

e b(z) =2z —3) (2 —3z+3) sur [ =R.

— — 4.
. C(I‘)—M’SUI‘I—}—S,—FOO[.
o d(z) = 6o =9 7 sur [ =11; 2[.
(22 — 3z +2)
3
. e(m)z%snr[z]l;Jroo[.

o f(z) =3cos(2z)+ 2sin (3z) sur I = R.
e g(z) = cos (3$ - 5) sur I = R.

3

e h(x) =cosz —xsinz sur [ =R.

y mw T
. Z(ﬂf)zcoszxsur[:}_2;2{
e j(z)= tan2(2:p) sur I = ]_Z; Z{

o k(x) = tan? (g) sur [ = |—m; 7l

e ((z)=cosx xsin?x sur [ =R.

e« m(x) = Y = |—7; 7|

v 1+ cosx

e n(x) =sinzsin (2z) sur [ = R.

- o

o p(z) =tanx +tan®z sur[:}_z’ S|

o q(z) =2 (322 + 1)% sur I =R.

Solution de 'exercice 1

e a(z) =(—2x+1)°sur I =R.

a est continue en tant que polynome, donc a admet
des primitives sur /. On reconnait

a(x) = —§u’ (r) v’ (z) avec u(z) = —2z + 1.

Ainsi

e b(x) = (22 —3) (22 =32 +3) sur [ = R.

b est continue en tant que polynome, donc b admet
des primitives sur /. On reconnait
b(z) = (z)u’ (z) avec u(x) = x* — 3z + 3.

Donc

1/ 8
B(z) = g( — 32 +3)
_ _ 4.
° C(.’L’) = m sur [ —:|—§, +OO{
c est continue sur 7, donc ¢ admet des primitives sur
1
I. On reconnait c¢(z) = G P x3 = (x)u"3(x)
avec u(z) = 3z + 4.
Donc (1)
u “(x 1
C = = —
() == 2(3z + 4)2
6x — 9
o d(z) = - gsur [ =11; 2[.
(22 — 3z +2)

d est continue sur 7, donc d admet des primitives sur
I. On remarque que (2% — 3z + 2) = 22 — 3, donc

62 —9 = 3(2z — 3). On reconnait d(z) = 3 x

ut(x)
avec u(r) = 22 — 3x + 2.
Donc
u3(x) 1
_D = = —
(x) =3 x -3 (22 — 3z +2)3
3
o e(z) = 2x sur [ =]1; 4o0].
x J—

2 /
I. On reconnait e(z) = 2 % % _ ; . H (?‘))
e = u(z

avec u(r) = % — 1.
Donc

E(x) = 2 x 2y/u(z) =3vVa? -1

e f(x) =3cos(2z) + 2sin (3z) sur I = R.

f est continue sur I, donc f admet des primitives
sur I. Donc

Flz) = 3 x sin(22x) L9 x <_Cosé3m)>
_ 3sin(2z)  2cos(3z)
23
e g(x) = cos (317 — ”) sur [ = R.

3
g est continue sur I, donc g admet des primitives
sur /. Donc
sin <3w — g)
3

G(z) =



e h(x) =cosxz —xsinz sur [ = R.

h est continue sur I, donc h admet des primitives
sur I. On reconnait la dérivée d’un produit, et

H(x) =xcosx

v i
=TT
i ] 2’2[

i(z) = cos? x

1 est continue sur I, donc ¢ admet des primitives sur
1. Donc

I(z) =5tanx
() = tan2(2 [:}—W-W{.
j(x) = tan®(2x) sur 11

j est continue sur I, donc j admet des primitives

sur I. On utilise I'identité tan®?u = 5— — L avec
cos2u
u = 2x.
Donc )
t
J(x) = an; x) .

k(z) = tan? <a2:) sur [ =|—m; 7.

k est continue sur I, donc k admet des primitives

sur I. On utilise I'identité tan®?u = — 1 avec

X

Donc

cos? u

K(x) =2tan <32c> —x

{(z) = cosz x sin®x sur [ = R.

¢ est continue sur I, donc ¢ admet des primitives sur
I. On reconnait £(z) = u/(z)u?(x) avec u(x) = sinx
et u/(z) = cosz.

Donc 5 -
L(x) = U éx) _ smg(x)
(1) = =222 G [ =]—r; 7.

m est continue sur I, donc m admet des primitives
sur /. On reconnait

() = — (—sinz) _ u' ()
V1+cosw u(z)

avec u(x) =1+ coszx.
Donc

M(z) = =2\/u(x) = —2v/1 + cosz

e n(x) =sinzsin (2z) sur [ = R.

n est continue sur I, donc n admet des primitives
sur [.
On utilise la formule

1
sinasinb = §[COS(CL —b) — cos(a +b)]

avec ¢ = x et b = 2x.
Donc

n(z) = ;[cos(—x) — cos(3z)] = ;[cosx — cos(3z)]

1 in(3 i in(3
N(x) = : [sinx N smé x)} _ su;:z: N smES x)
p(z) = tanz + tan®z sur I = —g; ;T[

p est continue sur I, donc p admet des primitives
sur /. On factorise :
1 sin x

p(z) = tanz(1 + tan®z) = tanx x s b

On reconnalt

_ (=sinz)  W(w
p() cos? ud(x
avec u(x) = cos .
Donc 2(2) |
u (x
P = — =
(z) -2 2cos? x

q(z) =z (32% + 1)% sur I = R.

q est continue sur I, donc ¢ admet des primitives
sur /. On reconnait

1

q(z) = e 62 x (3224 1)%/4
1

=~/ (x)u’(x)

6

avec u(r) = 3z + 1.

Donc

1 w*z) 1 4

2
— = Zx—u¥* () = = (3224-1)%4
Q(x) 6% 9/ 5 Xgu (z) 27(3x +1)




rgExercice 2 ] Solution de P’exercice 3

3 1. Il faut déterminer d Gel t b tel
Soit f la fonction définie par f(x) — T aut dé er.mlner eux réels a et b tels que, pour
Jr =2 tout x # 1 :
1. Déterminer I’ensemble de définition de f. 2% + 3 a b
2. Déterminer les réels a et b tels que la fonction flz) = (x —1)3 - (x — 1)2 + (x — 1)

F définie sur |2 ; 400 par
Pour cela, on met au méme dénominateur le

F(z) = (az 4+ b) Vo — 2 membre de droite :
a b a(r—1)+0b
soit une primitive de f sur |2 ; +ool. (z — 1) T (z —1)3 - (z—1)3
. y . ar —a—+b
Solution de I’exercice 2 = Taoip

1. Il faut que x — 2 > 0 <= x > 2.
D’ou Dy =]2; +o0l.
; 2 3
Par identification avec STES on obtient :

r—1)%
2. Si F(z) = (ax + b)v/x — 2, alors F'(z) est de la ( )
forme : ar —a+b=2r+3
1
F/(aj) = avr—2+ (G.QT + b) 2\/ZLT2 11 vient que
 2a(r—2)+ax+b a = 2 a = 2
SN —a+b =3 | —24b = 3
_ 2ar—4da+tar+b e ] a = 2
N 2y/x — 2 b = 5
_ 3ax —4a+b
2vx —2 2. D’apreés la question 1, on a :
Cependant, la fonction est définie par 2 5
f(x) = 2 + 3
f(x) 3x 6x (x—=1)2 (z-1)
€T) = =
Vr—2 2yx—2
Pour trouver une primitive de f sur I = |—o0 ; 1],
on utilise le fait que :
L 1 _
1l vient que o Une primitive de x w12 =(z—1)2
_ 1)1
3a:6<:> a = 2 estx>—>(x D) = — 1
—4a+b = 0 —84+b = 0 —1 m—ll
4 = 9  Une primitive de x o1 (x—1)73
<~
b = 8 s (x—1)72 1
x = —
eS —2 2(r — 1)2

Dou F (z) = (2z + 8) Vr — 2.

Par conséquent, une primitive de f sur
I =]—0c0; 1] est:

rgExercice 3 ‘ Flr) = 2x <_1) . (_2( 1 >

Soit f la fonction définie sur R\ {1} par r—1 z—1)?
2 )
2r +3 = - —

1. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout

v # L@ = oot Gy

2. En déduire une primitive de f sur [ = |—o0; 1].




4 Exercice 4
Soit F' la fonction définie sur R par :

Osiz=0
1

22 sin <) siz#0
T

F(z)

F(z) =

<z

< ).

1. Montrer que, pour tout x # 0, ‘

En déduire que F' est dérivable en O .
2. Montrer que la fonction F' est dérivable sur R*.
3. Pour tout x # 0, calculer F'(z) = f(x).
4. (a) Démontrer que, pour tout entier naturel
1
s
nm
(b) En déduire que f n’est pas continue en 0
et admet cependant une primitive sur R.

supérieur ou égal a 1,

Solution de ’exercice 4

1
22 sin <>
x

T

(2|
= |rsin | —
T

A .
sin <>‘ < 1 pour tout x # 0, on obtient :
T

n ()
sin (=
T
< x| x 1

= ||

1. Pour tout x # 0, on a :

Xz

‘F(x)

Comme

|F(‘C> = || x

Pour montrer que F' est dérivable en 0, calculons :

F(z) — F(0)
x—0

F
i P
z—0

lim
z—0

D’apres l'inégalité précédente, pour tout = # 0 :

i

Comme lin% |z| = 0, par le théoréme des gendarmes :
T—r

lim F(z)
z—0

=0

Donc F est dérivable en 0 et F’(0) = 0.
1
2. Pour z # 0, F(z) = 2?sin <$)

Cette fonction est le produit de deux fonctions
dérivables sur R* :

o 1 — x2 est dérivable sur R*

. (1 , .

e T +— sin () est dérivable sur R* comme

T
composée de fonctions dérivables

Donc F' est dérivable sur R*.

- (3 e«
)-en(3

Ainsi, f(x) = F'(z) = 2zsin (1> — cos <i) pour

x
x #0.

4. (a) Pour tout entier naturel n > 1 :

F'(x) = 2xsin (

S

= 2xsin (

1 1 1 1
f(>:2><sin — | —cos | =—

nm nm 1 1
nm nm
~ sin(nm) — cos(nn)
= —sin(nn) — cos(nw
nm
Comme sin(nm) = 0 et cos(nm) = (—1)" pour
tout entier n :
1 2
— ) = —x0—(=1)" = —(=1)" = (—=1)""
£(oo) = Sx0-(=1)" = =(=1)" = (-1)

Donc

£ ()| =1 =1

1
La suite () tend vers 0 quand n tend
nm/n>1

(b)
Vers—+o0.
D’apres la question précédente,

£(o2) =

nmw

donc la limite quand n tend vers +oo de f <1>
n’existe pas. "
Cela prouve que f n’est pas continue en 0.
Cependant, f = F’ sur R* et F’(0) = 0, donc
F est bien une primitive de f sur R tout entier
(en posant f(0) = 0).

Cet exemple illustre qu’une fonction peut
admettre une primitive sans étre continue.

rgExercice 5

1
On pose, pour tout x € |1; +o0f, f(z) = — T
I JE—
1. Montrer qu’il existe deux réels a et b, a
déterminer, tels que f(z) s'écrive —— +—
éterminer, tels que f(x) s’écrive .
q r+1 z—-1

2. En déduire I’ensemble des primitives de la
fonction f sur |1; +ool.

3. Déterminer celle qui s’annule en 2.




Solution de l’exercice 5
1. On cherche a et b tels que :

1 _a . b
2—1 z+1

r—1

En réduisant au méme dénominateur le membre

de droite :
a b alr—1)+bx+1)
11 T r=1 @+ D@—1
(a+b)x + (—a+ D)
B 2 —1

Pour I’égalité, on doit avoir :
a+b=0
—a+b=1

1
En résolvant : 2b = 1, donc b = 5 et a = —35
Donc

1 1
—= = 1 1 1
N 2 2 - _
f(x)—x+1+x—1_2(x—1 x—l—l)

2. Sur |1; +o0[,onaz—1>0et x4+ 1> 0, donc
I’expression générale des primitive de f est, pour
CeR

(njz—1]—In|lz+1])+C

(In(z —1) =In(z +1)) +C car f >0

z—1
T2 n<x+1)+c

3. Pour que la primitive s’annule en 2 :

F(2):1ln(2_1)+Czlln(1)+C:O

RN RN -

2 241 2 3
1 1 1
Donc C = —5 In (3) = 5 111(3)

La primitive recherchée est :

F(zx) = 1ln <w— 1>+;ln(3) = 1ln <3<x_1)>

2 z+1 2 x+1

rgExercice 6

Soient les fonctions définies sur I = ]1; 4+o00[ par

1
x4+ V-1

1. Montrer que F' et G sont dérivables sur [ et
calculer leurs dérivées.

F(z)=va?—1et G(x) =2 —

2. Que peut-on en déduire pour les fonctions F
et G7

Solution de ’exercice 6

1. F et GG sont dérivables en tant que composée
et quotient de fonctions dérivables sur I dont le
dénominateur ne s’annule pas sur I.

x
Fl(z) =
(@)= ==
x
G'(z) =
(@) = 75—
2. Nous avons montré que :
x
F'(z) = =G'(z
(@) = = G'(a)

Puisque F'(z) = G'(z) sur 'intervalle I = |1; +o0|,
les fonctions F et G difféerent d’une constante.

Il existe donc une constante C' € R telle que :
G(z) = F(z)+ C pour tout z € [

Pour déterminer C', calculons G(x) — F(z) pour une
valeur particuliere.

Prenons z = 2 :
e F(2)=VA-1=3

1
L G2 =2-

Pour calculer G(2), multiplions le numérateur et le
dénominateur par 2 — v/3 :

G(2):2—2+1\/§
—2_ 2-V3
(24+v3)(2 - V3)
:2_2_\/§

4-3
=2—(2—-v3)
—2-924+3
=3

Donc C = G(2) — F(2) =3 -3 =0.

Les fonctions F' et G sont égales sur [ :

F(z) = G(x)

pour tout x € ]1; 00|




Séquence XV — Primitives — exercices supplémentaires

rgExercice 7

Vérifier que F' est une primitive de la fonction f
sur 'intervalle donné.

1. sur R :

flz)=Bz+1) et F(z) =32+ 322 +

2. sur |0; 400 :
fy =2 2 et ) = (++2)
3. sur |0; +oo :

f(@) = —jg ot F(z) = ~4v/3

Solution de ’exercice 10

o mm (3= e S[of3
1

2. ¢(x) =—= X

3 3x_5+kaveck;€R

4 Exercice 11
Soit f la fonction définie par

1
0=y

1. Déterminer ’ensemble de définition de f.

2. Déterminer l’ensemble des primitives de la

Solution de I’exercice 7 On dérive F pour

trouver f.

A Exercice 8
Soit f la fonction définie sur R par

f(z) = 32" +22% — 52 + 100 — 3

Déterminer ’ensemble des primitives de f sur R.

Solution de ’exercice 8
3 1 5
¢ (z) = 5:}:54— 5:):4— §x3+5$2 —3x+k

avec k € R

4 Exercice 9
Soit f la fonction définie par f(z) = (6z — 5)°
1. Déterminer I’ensemble de définition de f.

2. Déterminer l’ensemble des primitives de la
fonction f sur son ensemble de définition.

fonction f sur son ensemble de définition.

Solution de ’exercice 11
1. On a Dy :}—; ; —1—00[.

2
2. ¢(x) = 5\/5954- 1+ Fk, avec k € R.

g Exercice 12

3r —4
Soit f la fonction définie par f(z) = xig
(3x —5)
1. Déterminer l’ensemble de définition de la

fonction f.

2. Déterminer les réels a et b tels que, pour tout

) a
T+ =, f(z)= + .
750 @) (3z —5)°  (3z—5)
3. En déduire ’ensemble des primitives de f sur
son ensemble de définition.

Solution de ’exercice 9

¢(m):214(6x—5)4—|—k

avec k € R.

4 Exercice 10
Soit f la fonction définie par

1

f(x):m

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.

2. Déterminer l’ensemble des primitives de la
fonction f sur chaque intervalle de son ensemble
de définition.

4. Quelle est la primitive qui vaut 1 en 07

Solution de I’exercice 12
5
1. IlnefautpasqueSx—5:O<:>x:g.

oo J[U]E oo

5
i Dy =B\ {5} = |==0: 50



2. On a

a b
f@%_8$—®2+CM—5f
_a(Br—5)+b
- (Bz—5)°
_ 3ax —5a+b
- (3z—5)°

Il vient que

3a = 3 — a = 1
—ba+b = —4 —5+b = —4

Ainsi Vo # g,f(x) =

1 1

3x—5+(3x—5)
-3 —2(3x—5)x3

(32— 5) (3¢ —5)*
-3 =6

(3z —5)°  (3z—5)°

3. Si F(z) =

5, Ol &

F'(z) =

Ainsi, avec

Fo=(-3) (555)+ (5) (o)

on a la dérivée suivante :

g Exercice 13

Soit ¢ la fonction définie sur R par :
g(x) =e *sinx.

1. Montrer que g est deux fois dérivable sur R et
1
que, pour tout x, g(x) = —¢'(x) — 59”(1’).
2. En déduire la primitive de g sur R qui s’annule
en 0.

}W@:—lx _32—1x_ﬂw_®f3
3 (B3x—5)7" 6 (3x —5)
S S
(3z —5)?%  (3z-5)°
= f(z)
D’ou
1 1 1
== — - k
o) = X s T s
avec k € R.
4.
1 1 1 1
0)=1 «— - — = k=1
¢(0) 375 6 25
1 1
k=1
= 510
— k=1 ! + !
B 15 150
— k= Sl
50
D’ou la primitive recherchée est
1 1 1 1 47
) = X s 6 G52 50

Solution de I’exercice 13

1. La fonction g est le produit de deux fonctions

deux fois dérivables sur R, donc g est deux fois
dérivable sur R.

g (x) =—e"sinz+e “cosz =e *(cosx —sinx)
g"(x) = —e *(cosx — sinz) + e *(—sinx — cos x)
=e “(—cosx +sinx — sinx — cosx)

= —2¢ *cosx

Vérifions la relation :
1
(@)~ 34"(@)
1
=—¢ “(cosx —sinx) — 5(—26_:0 COS T)
=—¢e %cosz+e Fsinx +e Fcosx
=e *sinzx
=g()

. De la relation précédente, on tire :

o) + (@) + 59" () = 0

Multiplions par 2 :
29(x) +2¢'(x) + ¢"(x) = 0

Cette équation se réécrit : (29 + g)' (z) = —2¢(x)
Donc 2g(z) + ¢'(x) = —2G(x) + C ol G est une
primitive de g.

Comme G(0) = 0, on a 2¢g(0) + ¢’(0) = C avec
CeR.Org(0)=0et ¢g'(0) =1, donc C = 1.
Ainsi : 2g(x) + ¢'(z) = —2G(z) + 1

D’ou
1—-2 —q
Gy — 1= 200) = (@)
2
1 1
=2~ g() — 5o (@)
En substituant les expressions :
1 1
G(z) = 5 e “sinz — 56’“(6081‘ —sinx)
1 1 __ .
G(z) = 5~ 3¢ “(sinz + cosx)



4 Exercice 14
1. Soit la fonction f, définie sur R par :

f(z) = (2962 + 3z — 1) e”.

On note h(z) = (az® + bz + ¢) e*. Déterminer
les réels a, b et ¢ pour que la fonction A soit une
primitive de f sur R.

2. Utiliser une méthode similaire pour déterminer
une primitive de la fonction ¢, définie sur R
par : g(x) = (4sin (2z) — 5cos (27)) e~ 2

Solution de ’exercice 14

1. Calculons A/(z) :

B (z) = (2ax +b) * + (a:v2 +bx + c) e’
= (az? + (b+20)z + (c+)) e

Pour que h'(xz) = f(z), on doit avoir :

a=2
b+2a =3
c+b=-1

En résolvant : a =2, puis b=3 — 2a = —1 et
c=-1—-0b=0. Donc h(z) = (22% — z) €".

2. Calculons G'(z) :

G'(z)

— (2a cos 2z — 2bsin 2z) e~ 2

1 o
+ (asin 2z + bcos 2x) (—2) e 2

= [(2@ — b) cos 2z + (—2() — a) sin 24 e~
2 2

Pour que G'(z) = g(x), on doit avoir :

[NIE]

—2b— - =4
b 2
2a — — = -5
“73
En résolvant ce systeme : De la premiere équation :
a=—8—4b E% substituant dans la d%uxiéme :
2(—8—46)—5 = =5 —16—86—5 = =5
170 22 22
——=11b=—-— =-8—4(——
2 b=qpeta=-8 ( 17)
. B 8+§_—136+88_ 48
v e 7 117

48 22 o
Donc G(z) = (—17 sin 2x — 7 €08 2x> e z.

g Exercice 15

Soit u la fonction définie par u(z) = x + V1 + 22

1. Justifier le fait que w est dérivable sur R et

calculer sa dérivée.
1

V1422

(a) Déterminer une relation entre f, u et u’.

2. Soit f la fonction définie par : f(x) =

(b) En déduire la primitive de f qui s’annule
en 1.

Solution de ’exercice 15

1. La fonction u est dérivable en tant que somme de
fonctions dérivables sur R.

Calculons sa dérivée :

u'(z) = 1+72x
2v/1 4+ 22
1y "

V1+ x?
B V4224
V1t

Vitat+o

2. Ona f(z) = i

\/ﬁ et u'(x)

Observons que :

x++V1+a?

N
u(z)

V1+a?

= ufx) x f(z)

Donc u/(z) = u(x) x f(x),
u'(2)

u(x)

. . u'(z) o

3. De la relation précédente, f(z) = i on déduit
u(x

u'(z) =

ce qui donne f(x) =

que f admet pour primitive In |u(z)| + C.
Comme u(x) =z + 1+ 22 > 0 pour tout z € R
(car V14 2% > |z| > —x),

on a In |u(x)| = In (u(x)).

L’expression générale d’une primitive de f est
donc F(z) =In (x+\/1+x2> +C.

On a de plus F(1) :ln(l—i—ﬂ) + C = 0. Donc
C=-In(1+V2).

La primitive recherchée est

F(aj):ln(m—{—\/l—{—xz)—ln(1+\/§)



Séquence XYV - Logarithmes

rgExercice 16

Déterminer ’ensemble des valeurs de z pour
lesquelles les expressions suivantes ont un sens :
In(3z —5
a) In (6 — 4z) g) In (3 =5)
) h) In(3z+1)
b) In (%) In (22 —1)
¢c) In(3—2)+In(x—2) | r+2
d) n(3—2z) xIn(2—12x) v 1—x>
) n(3—2)+ln(2—2) In (32 + 2)
£) In(e® — 1) v=2
k) In(e” +1)

Solution de I’exercice 16 Pour que In (u) ait
un sens, il faut que v > 0.

a)
6 —4x >0« —4x > —6

<3
@x —
2

|

2 >0 2#0

Doncxe]—oo;

b)

Donc z €] — oo ; 0[U]0; +oo]

c) Il faut :
3—2>0 r <3
<~
r—2>0 x> 2
Donc z €]2; 3|
d) I faut :

3—x>0 xr <3
<~
2—x2>0 T <2
Donc z €] — 00 2]

e) Méme condition que c), donc z €] — 00 ; 2|
f)
e’ =1>0=¢e">1
e ">
— —x>0
— <0

Donc z €] — o0 0]
g)

3—5>0«=3xr>5

<:>x>§
3

5
Doncxe]g; —l—oo{

h) 11 faut :
1
3z4+1>0 v 3
20 —1>0 <~ $>1
2
In(2z—1)#0 % — 141
>1
x —
= 2
x#1
1
Donc x € 2;1{U}1;+oo[
i)
2
T e (r4+2)(1—2)>0et o #1
— X

— —(r+2)(x—1)>0
= (z+2)(z—1)<0

Par tableau de signes, on obtient x €] — 2; 1]
j) I faut :
2
= {x ~ 73
T #£2

2
Donc z E]—S; 2[U]2; +o0]
k) e* 4+ 1 > 0 est toujours vrai car ¢* > 0, donc x € R

3z +2>0
r—2#0

4 Exercice 17
Exprimer en fonction de In (2) et In (3) :

1
—n(64) b=In(-——
a=In(64) n<216>

c:1n<32> d=In <2>
27 3

Solution de ’exercice 17
a=1n(64) =In (2°) = 61n(2)

b=In (216) — In (1) — In (216)
=0—In(6*) = —3In(6)
=—-3In(2x3)=-3[In(2) + In(3)]
=—-3In(2) —3In(3)

c=1In (27> =1n(32) —In(27)

=In(2°) - In (3%

=5In(2) —31In(3)

d=In (;) —n(2) —In(3)



A Exercice 18
1
| Soit & € R%.. Montrer que In (y/z) = 5 In (x)

Solution de P’exercice 18 Soit = € RY.

In (v x vz) =In (vz) +In (V)
zzmgg)

De plus, In(y/z xx) = 1
21In (y/x), ou encore In (1/z) =

(x). Donc In(z)
1

f=6m(3)—5=mn(3°)—5=mn(729) -5

:ln(l—l—ez)—i—ln(l—l—e*x)
In[(1+¢%) (1+4e7)]

ln(1+e +e” —|—1>

ln(2—|—e —|—e””)

g Exercice 19

Ecrire sous une autre forme :

a=1In(8) —4In(2)+3In(4) —In(16)
=81In(2)

1 €4x
=In(2e")+-In | —
n(e)—i—4n<2>

d=1In(4)—2In(2)
f=6In(3)-5
gzln(1+6x)+ln<1+e_”&)

:g Exercice 20

Montrer que les nombres suivants sont des entiers :

a=—exp(In(1/2)) +4
h= 6111(4)

c = 6111(5) _ eln(g) + 261n(3)
d=exn® x eln(%)
f=I(e"+1) —ln<e*x+1> -

Solution de ’exercice 19

azln@%—qﬂn@)+3b(f)—1ng%
:3m@y4mmm+6m@y—m2@)

:(3—4+6—3)m@)

= ;ln (2)

b=8In(2) =In(2%) = In (256)

1 e4:p
=In(2e")+-In | —
n(e)+4n<2>

:ln(2)+x+i[4$—ln(2)]
in(2)

=In(2)+v+z— 1

3In(2)
4

=2z +

d=1n(4) - 2In(2) =In(2*) - 2In(2)
=2In(2)—2mIn(2) =0

Solution de ’exercice 20

a=—exp(In(1/2))+4

1
=—-+4
5+

N~

Ce n’est pas un entier.

b= =4
C’est un entier.
c= 6111(5) . 6ln(9) + 26111(3)

—5-9+2x3
=5-9+6=2

C’est un entier.

8 X —

1
V3

N[ —

Ce n’est pas un entier.



I e*(e* + 1)
1+e”

=In(e") —x

= r—ITr =

C’est un entier.



Soit un réel a > 0.

a) Déterminer 1’équation de la tangente au point

b) Déterminer pour quelle valeur de a la tangente
correspondante passe par 'origine.

rgExercice 21 ] ¢) Condition d’existence : x > 0
Posons X = In () :

X?2-3X+42=0

X =1ou

d’abscisse a a la courbe d’équation y = In (). (X —1)(X =2) =0

X =2

2

1
3

)

4

In(2e —7)+1In(4x —9) = —1In(3)

Donc :
Solution de I’exercice 21 . | .
a) Au point d’abscisse a : f(a) =1n(a) et f'(a) = - ln (z) = ) or=e
a _ _
L’équation de la tangente est : n(z) —r=e
1 d) Conditions d’existence :
y—In(a) = ~(z — o)
a 9
1 20=T7>0etd2—-9>0<¢<= 2> —
y=-x—1+In(a)
a
b) Pour que la tangente passe par l'origine, il faut que
le point (0, 0) vérifie I’équation :
1 — —9)] =
0=1%0-14m) < In[(2z — 7)(4x — 9)] ln<
a
1
0=—-1+1In(a) (:>(2:17—7)(4x—9):§
1=1In(a) 2 1
<=8z — 18z — 28z + 63 = -
a=e 3

Exercice 22

Résoudre les équations suivantes :
a) n(2r—5)=%k b) In(z—4)=In(2z —1)

¢) (In(z))*=3In(zx)+2=0
d) In(2x —7) +1In(4z —9) = —1n (3)

Solution de P’exercice 22
a) Condition d’existence : 2z —5 > 0 <=z > 5

Les solutions sont

In(2z —-5)=k :
) Seule x; convient.
2r—5=e
2 =e*+5
e* +5
xr =
2

k

Cette solution est valable car

ek > 0).
b) Conditions d’existence :

) .
> 5 (puisque

r>4et2x—1>0«—=x >4

In(z—4)=lmQ2r—-1)<=zr—-4=22r—-1
— —r=3
—r=-3

Mais —3 < 4, donc il n’y a pas de solution.

X =

Calcul du discriminant :

1
=812 — 461 + 63 = 3

—=242% — 1382+ 189 =1
—=242% — 1382 + 188 = 0
1222 — 692 +94 =0

A=69—4x12x94

= 4761 — 4512 = 249

69 +
2

/3T

249 ;
e e— V1 Y
4 2

69— /249
N 24



rgExercice 23

Résoudre les inéquations suivantes :
a) In(z—8) >0 b) n(2+2)+1<0

¢c) 2ln(3—x)+1>0
d) In(3z) +In(z —1) <In(6)

g Exercice 24

Déterminer les limites aux bornes des fonctions :
flx) = > 2In (z) h(z) =e *In(x)
g(z) = z”—1 i(x) =xln(x) —In(z+1)
zln (z)

Solution de P’exercice 23
a) Condition d’existence : z —8 > 0 <=z > 8

In(z—8)>0
In(z—8)>1In(1)
r—82>1

=9

Solution : z € [9; 00|
b) Condition d’existence : 2+ x > 0 <= x > —2

In(2+z)+1<0
In(2+2) <-1
In(2+z) <In (6_1)

1
24 < —
e

1
r<——2
e

1
Solution : x E}—2; - — 2[
e
c¢) Condition d’existence : 3 — 2z > 0 <=z < 3

2In(3—2)+1>0
2In(3 —z) > —1

1
In (3 — -
n(3—x) > 5
In(3—x)>In (6_1/2)
~1/2

3—x>e
—r>e /23
<3 —e /2
Solution : x € }—oo; 3 — 6*1/2[
d) Conditions d’existence :
r>0etz—-1>0<=2>1

Par tableau de signes : z € [—1; 2]
Avec la condition z > 1 : Solution : x €]1; 2]

Solution de ’exercice 24
Corrigé en classe (cf photos)

g Exercice 25

Etudier les fonctions f définies par :
1
a) f(z)=x+ n (2) b) flz) = L+ me (z)
1 1
@)= d) f(z) = ni@

Solution de ’exercice 25

4 Exercice 26

a) Soit a et b deux réels strictement positifs.
a+b> < In (a) + In (b)

2 )7 2

b) Donner une conséquence graphique de cette

Montrer que : In (

inégalité.

Solution de ’exercice 26

'gExercice 27

Déterminer la dérivée des fonctions f telles que :
) f(z) = In(a? + 1 i
e-1y 9 fl@)=1n ()
b) f(x):hl<x+1> er 4 e~ %
¢) flz)=In(er—1) © fl@)=1n (Ve +z+1

Solution de 'exercice 27
a) f(x) =In (22 +1)
Domaine : R (car 2% + 1 > 0 toujours)

b) f(z) = In (I - 1)

z+1
T

Domaine : il faut

x#—1

Par tableau de signes : x €] — 0o ; —1[U]1; +o0]



f/<x>_x_1 (I+1)2
r+1
_x+1 2
S -1 (z+1)2
B 2
S (r—=1D(z+1)
2
a2 —1

¢) f(z) =In(e" — 1)
Domaine: e* —1 > 0<=¢e* > 1 <=z > 0,
i.e. ]0; 4o0f

oE—
et _ T

e’ —e
Domaine : il faut ——— > 0

et +e” "
Comme e” + e~* > 0 toujours, il faut e* —e™ > 0, soit
e’ > e " soit x > —x, soit z > 0.
Domaine : ]0; 400

f'(x)
e te™ (e He?)(e" —eTT) — (e —eTF)(e” —e7)
_e:v _ e (eac + efx)2
e + e~ % 6236 . 672I - (em 671)2
= X

er — e~ (em + e—ac)Q
et te” 4
_ex — e (ex + 6—1’)2
B 4
(em —em) (et e

4

:eQz _ 672‘%

1
e) f(x) :1n<\/x2+x+ 1> = iln(xz—i-x—i- 1)
Domaine : il faut 22 + x + 1 > 0. Le discriminant est
A=1-4=-3<0 et le coefficient de z? est positif,
donc 22 + 2 + 1 > 0 pour tout z € R.

20+ 1

224+x+1
20 +1

2(22 +x+1)

Flay =5 x



rgExercice 28

On consideére la suite (u,,) définie, pour tout entier

1 n
n strictement positif, par u, = (1 + ) .
n

1.
2.

Calculer u; et us.

(a) Démontrer que pour tout réel z > 0, on a

In(1+z) <

(b) En déduire que, pour tout entier n
strictement positif, In (u,) < 1.

(c) Sila suite (u,) est convergente, par quel
nombre peut-on majorer sa limite 7

v,) définie, pour tout
= In (uy,).

On considere la suite (
entier n strictement positif, par v,

In(1
(a) Donner lim M

x—0 x
(b) En déduire que la suite (v,) converge
vers 1.

En déduire que la suite (u,) est convergente et
donner sa limite.

Soit x € R. En s mSplrant de ce qui précede,

<1+ ) |
n—-+00

déterminer lim

Solution de I’exercice 28

1. Calcul des premiers termes :

2.

(a)

11
=(14+2) =21 =9
(1+9)

N2 /372 9
12 <+2> (2) g = 2%

Soit f(z) =In(l4+2) — 2z pour z > 0. On a :
1
/
fla) = -1

11— (1+2)

14w

- T <

1+
pour z > 0.
Donc f est décroissante sur [0, +oo[. Comme
f(0) =In(1) —0=10, on a f(x) < 0 pour tout
x> 0.
Donc :
In(1+ z) < x pour tout x >0

Soitn > 1.0na % > 0, donc d’apres la question
précédente :

1 1
ln<1+)<
n n

. Comme v,, =

Séquence XV - Logarithmes — exercices plus difficiles

En multipliant par n :

1
nln<1+><1
n

Or :
In(u,) = 1 KHl)n]
n(u,) =In -
1
:n1n<1—|—>
n
Donc :
In(u,) <1

(c) Si (u,) converge vers ¢, alors In(u,,) tend vers
In(¢) par continuité du logarithme. Comme
In(u,) <1, on aln(¢) <1, donc :

) <
! <e

(a) C’est une limite classique :

In(1
lim n(l+ ) =
z—0 €T

(b) Soit v, = In(u,) pour n > 1. On a :

1
v, = In(u,) =nln (1 + >
n
En posant X = %, quand n tend vers +o0, on

a X tend vers O et :
In(1+ X
vn:nln(l—I—X):in( ;{r )

D’apres la question précédente :

lim v, =1
n—-+00

In(u,) tend vers 1, par continuité de
I’exponentielle :

u, = €' tend vers e! = ¢

. Soit x € R. En s’inspirant de la méthode précédente,

posons :

w, = In {(Hiﬂ —nln <1+z)

En posant X =
tend vers 0 et :

£, quand n tend vers 00, on a X

zIn(1+ X)

w, =nln(l+X) = e

Donc :

lim w, =z x1==x
n—-+o0o

Par continuité de I'exponentielle :

lim (1 + x) =e’
n—-+o00 n



4 Exercice 29
On rappelle que Va € R, Vb € R, a’ = e’

1. Démontrer que, pour tout réel z > 0,

L <ln(x+1) -1 <1
n\xr — 1nr —
r+1 S

2. On considere la fonction f définie sur R7 par

o= 1+ 1)

(a) Démontrer que f est strictement croissante
sur RY.
(b) Démontrer que xginoo In(f(x)) = 1.

(¢) En déduire la limite de f en +oo.

Solution de ’exercice 29

1. Soit £ > 0. Nous allons établir I’encadrement en

utilisant les inégalités fondamentales du logarithme.
Considérons la fonction g(¢) = In¢t—1+ ¢ pour ¢ > 0.

Ona:

1 1 t-1

!
H=-— - =
q'(t) TR "

Pour 0 < t < 1, ¢'(t) < 0 donc g est décroissante.

Pour ¢t > 1, ¢/(t) > 0 donc g est croissante.

Donc g admet un minimum en ¢ = 1 avec

g(l) =Inl —1+1 = 0. Ainsi g(t) > 0 pour tout
t > 0, soit :

1
Int>1-— -
t
De méme, considérons la fonction h(t) =Int —¢ + 1
pour t > 0. On a :
-t

—1=_"

h'(t) = ;

Pour 0 < ¢t < 1, h'(t) > 0 donc h est croissante. Pour
t > 1, h'(t) < 0 donc h est décroissante.

Donc A admet un maximum en ¢t = 1 avec
h(1) =Inl—1+1 = 0. Ainsi h(t) < 0 pour tout
t > 0, soit :

Int<t—-1

En appliquant ces inégalités a t = "”7“ =1+ i :

1 1
1‘1+;<1“<1+x><<”x)‘1
1
X

1 T <1n<x—|—1><

<In(z+1)—lnz <

z+1 x
r+1—=x 1
1 gln(m—l—l)—lnxég
1 1
x

r+1

2.

(a) Soit x > 0. On a :
I :cln(l—‘rl)
f(x):(1+> =e E
x
Posons h(x) = z1n (1 + %)

1 1 1
h’(q;)zln(1+x>+$><1—i_lx (-)

22
1 T 1
(e D)

zln(1—|—1>—
T r+1

D’apres la question 1, on a :

1
x+1

1
1n(1+> =In(z+1)—Inz >
x

Donc h'(x) > 0, ce qui signifie que h est
strictement croissante.

Comme f(z) = e® et que l'exponentielle
est strictement croissante, f est strictement
croissante.

(b) On a :

In(f(z)) =zln (1 + i)

Posons u = % Quand z tend vers +o0, on a u
tend vers 0% et :

in(f(z)) = 20
Donc :
a:grg-loo ln(f(:r)) - uligh hl(lu_FU) =1

(c) Par continuité de 'exponentielle :

. 1
i f@) =o' =

:gExercice 30

| Résoudre dans R* Déquation z(®) = (2%)".




Solution de ’exercice 30 Soit x > 0. Utilisons
la propriété : a® = ™ pour a > 0.

L’équation devient :

x x
e® Inz _ e:(:ln(a: )

Comme 'exponentielle est bijective, cela équivaut a :
z°Inz = zln(z")

Or In(z®) = zInz, donc : 2°Inz =x X rlnz = 2? Inz.
L’équation devient : 2*Inz = 2?In x.

Premier cas : Si lnx # 0 (c’est-a-dire x # 1), on peut
diviser par Inz, et on obtient : 2% = 22

Cela donne : e** = ¢2"% Donc zlnz = 2Inx
Puisque Inz # 0, on peut diviser par Inz, d’ou x = 2
Vérifions : pour z = 2, on a :

3.
" =22=4deta’=4
Donc I’équation est satisfaite.
Deuxieme cas : Si Inz = 0, alors x = 1.
Vérifions : pour z =1, on a :
=1 =11=1
(xa:)x — (11)1 — 11 =1
Donc x = 1 est aussi solution.
Conclusion : L’ensemble des solutions est {1,2}.
4 Exercice 31
Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par
4.

flx)=¢€¢"+2a

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n,
I'équation f(x) = n posseéde une unique solution
dans [0; +o00], que l'on notera a,.

2. Donner «j.

(a) En remarquant que, pour tout entier
naturel n, f(a,) = n, démontrer que
la suite (ay,) est croissante.

(b) Montrer, en raisonnant par l’absurde, que

lim «,, = +o0.
n—-+o00

4. Démontrer que, pour tout entier n strictement
positif, In(n —Inn) < o, < Inn.

5. En déduire la limite de la suite <an>
Inn

Solution de ’exercice 31

1. Soit f(z) = €” + x. La fonction f est définie et
continue sur [0, 4o00].
On a:

f'(x)=€¢"+1> 0 pour tout z >0

Donc f est strictement croissante sur [0, +00].
De plus :

flO)=e’+0=1

Ay flz) = oo

Pour tout n > 1, on a 1 < n, donc par le théoreme
des valeurs intermédiaires et la stricte croissance de f,
il existe un unique v, € [0, +oo tel que f(a,) =n.
Pour n = 0, on a f(0) = 1 > 0, donc 1'équation
f(z) = 0 n’a pas de solution dans [0, +-o0].

2. Pour n = 1, on cherche oy tel que f(aq) = 1.

Comme :
flO)=e"+0=1
onaa; =0.

(a) Soitn > 1.Ona f(a,) =net flay1) =n+1.
Comme n < n + 1 et que f est strictement
croissante, on a «,, < 1. Donc la suite («,)
est strictement croissante.

(b) Supposons par 'absurde que (a,) soit majorée
par un réel M. Comme (a,) est croissante et
majorée, elle converge vers une limite ¢ < M.

Par continuité de f, on a :

flan) = f(0)

Or f(a,) = n tend vers 400, ce qui contredit
le fait que f(¥) soit fini.
Donc :

lim «, = 400
n—-+o0o

Soitn>1.0n a:
flay) =€ +a, =n
Majoration : Si «,, > Inn, alors e*» > n, donc :
n=e™+a,>2n+Inn>n
ce qui est une contradiction. Donc :
a, <lnn

Minoration : Soit n assez grand.
Si a,, < In(n — Inn), alors e* < n — Inn, donc :
n=e"+a,
< (n—Inn)+In(n —Inn)
=n—Inn+In(n —Inn)
Cela donne :

In In(n —Inn)

n
n Inn
n

NN N

n—
In 0

ce qui est impossible pour n > 2.
Donc :

a, = In(n —1nn)

pour n assez grand.



5. On a établi :

In(n —Inn) < a, <Inn

Divisant par Inn :

In(n —Inn) _ «,

<1

~X ~
lnn

lnn

In(n —Inn) Inn+In (1 _ m)

n

Inn
In (1 — 1“%)

Inn

Inn

=1+

Comme IHT" tend vers 0 quand n tend vers +o00, on
a:

lim ln(l—lnn> =0
n——+oo n

Donc :

et ainsi :

g Exercice 32

Pour tout entier naturel n non nul, on pose

H,=>"
k=1

e

1. Démontrer que la suite (H,) est strictement
croissante.

2. (a) Démontrer que, pour tout réel z > —1,
ln(l + .1') <z

(b) En déduire que, pour tout entier k
strictement positif,

In(k+1)—Ink <

=

(c) Soit n € N*. Démontrer que
H,>In(n+1)

Que peut-on en déduire pour la suite

(Hn)?

3. On consideére la suite (u,) définie pour tout
entier n strictement positif, par u,, = H,, —Inn.

(a) Démontrer que la suite est

décroissante et minorée.

(tn)

(b) Que peut-on en déduire ?

Solution de ’exercice 32
1. Soitn>1.On a:

3
=
=

Hn—H =

b
Il
—

1
n+1
1

n+1

I
NE

T = e

+

b
Il
—

I
5
_l’_

1

Comme > 0, on a H,1 > H,. Donc la suite
n+1 +
(H,,) est strictement croissante.

2. (a) Soit g(z) =In(1 +x) —x pour x > —1. On a :

1
!
= —1
g(x) 1+
1—(1+2)
1+z
—

1+

Pour z > 0, on a ¢'(x) < 0, donc g est
décroissante sur |0, +oo[. Pour x €] — 1,0], on
a ¢'(x) > 0, donc g est croissante sur | — 1, 0].



Donc g admet un maximum en x = 0 avec :

Par conséquent, g(z) < 0 pour tout z > —1, ce
qui donne :

ln(1—|—:1c) <z

Soit £ > 1. Posons z = % > (0. D’apres la
question précédente :

N1
m(1+-) <>
n<+k) 3

1 1
In (1+ k) =1In (ﬁ)

=In(k+1)—Ink
Donc :

In(k+1) —Ink <

| =

En sommant I'inégalité précédente de k =1 a
k=mn:

| =

zn:[ln(k +1)—Ink| < zn:
k=1 k=1

Le membre de gauche est une somme

télescopique :

n

> [In(k+1) —Ink] =In(n+1) — In(1)
) =In(n+1)
Donc :

In(n+1) < H,

Comme In(n + 1) tend vers +o0o quand n tend
vers +00, la suite (H,) tend vers +oo.

Soit n > 1. On a u, = H, —Inn et u,, 1 =
Hn+1 —1n<n+ ].)

Upt1 — Up = (Hpy1 — Hy) — (In(n+ 1) — Inn)

1 (n—l—l)
= —In

n+1 n

1 1
= —In(14+ —

n—+1 n

D’apres la question 2a, on a :

1 1
ln<1+)<
n n

Donec :

1 1

un+1_un>
n+1l n

n—(n+1)
 nn+1)
~1

——
n(n+1)

La suite (u,) est donc décroissante.
De plus :

u, = H, —Inn
>In(n+1)—Inn

n+1
=1In
n
1
=In(l4+—-]>0
n

Donc (uy,) est minorée par 0.

(b) La suite (u,) est décroissante et minorée, donc
elle converge.

rgExercice 33

Soit f une fonction strictement positive et
dérivable sur un intervalle /. On appelle dérivée
logarithmique de f la fonction notée Z(f)
définie sur [ par

_
f

On remarque qu’il s’agit de la dérivée de In (f).

Z(f)

1. Soit f et g deux fonctions strictement positives
et dérivables sur I. Montrer que

(a) Z(fg) = Z(f)+ZL(9).

2 (1) =20 -2
2. Soit f la fonction définie sur R par
flz) = z(z = 1)(z - 2)(z — 3)

Utiliser la dérivée logarithmique de f pour
déterminer f'.
3. Soit g la fonction définie sur R par

_ z'(2x —5)?
g(x) = A(mQ i 3)2 6o

Déterminer la dérivée de la fonction g.




Solution de ’exercice 33

1. (a) Soient f et g deux fonctions dérivables et
strictement positives. On a :

(fg)
fg

Or (fg) = f'g+ fg', donc :

2(7q) =TI
_f'9 19
7R
.9
7ty
=2Z(f)+Z(9)

Z(fg) =

(b) Soient f et g deux fonctions dérivables avec
f>0etg>0.0Ona:

2. Soit f(z) = z(x—1)(x—2)(x—3). La fonction f n’est
pas strictement positive sur R. On peut utiliser la

dérivée logarithmique sur les intervalles ou f(z) > 0.

On a:
In|f(z)|=n|z|+In|jz -1+ Injr — 2|+ In|z — 3|

(quand f(x) # 0).
En dérivant :
fllx) 1 1 1 1
f(x) _§+x—1+x—2+x—3
Donc :
1 1 1 1
f'@) = (@) <$+x—1+x—2+x—3)
Soit :
/ 1 1
Fa) = oo = 1)fa -2z -3 +

1 1
Tz —3

T — 2

3. Soit g(z) =

En développant :

f(@)=(x—1)(x —2)(x —3) +z(x — 2)(x — 3)
+az(x—1)(z—-3)+z(x—1)(x—2)

(22 — 5)3

m. Sur le domaine ou g(x) > O,

on a .

In|g(z)| = In|z?*| + In|(2z — 5)%| — In|(z* + 3)?|
— In [e%]

=4n|z| +3In|2x — 5| — 2In(2® + 3) — 6z

En dérivant :

g’(:z:)_4+3><2 2 x 2x 6
glx) x 20—5 a2+3
—é—i- 6 4o 6
S x 2r—5 2243
4 6 4z
D g (x) = ( - —6)
one g(x)4g($) €+2x—5 2%+ 3
20 — 5 4 6 4
i,e‘gf(x):»f(ﬂfw _ A _6)
(224 3)%e5* \z 20 —-5 22+3

3 Exercice 34

On considere la suite (u,) définie pour tout entier
naturel n non nul par

i 1 1 i 1 T 1
Uy = =
iont+tk n+l n+2

n—+n

1. Donner u; et démontrer que us = 1—72
2. (a) Démontrer que, pour tout entier naturel n

_ 1
non nul, Up+1 — Up = W

(b) En déduire le sens de variation de (u,).
(c) Démontrer que, pour tout entier n non nul,
U, < 1.

(d) En déduire que (u,) est convergente.

3. (a) Montrer que, pour tout réel z > 0,

1
l—-—<lhz<zx-1
x

(b) En déduire que, pour tout entier p

strictement positif, ﬁ <In (p;%l) < %.

4. (a) Démontrer que, pour tout entier n
strictement positif, u, <In2 < u, + 5-

(b) En déduire que la limite de la suite (u,,)




Solution de ’exercice 34

1. Calcul des premiers termes :

2.

3.

(b) Soit » > 1. Comme

(¢) Soit n > 1. Pour tout k € {1,2,...

1 1
U = —— = —
1+1 2
1 1 1+1 4+3 7
u [ J— J— JR—
=531 32 31T 12 T2
(a) Soitn >1.0na:
n+1 1 n+1
Uptl = . ———
1 kz::l(rﬁ—l) z::n+1+k
n 1
Uy =
kZ::lnij
Calculons w11 — uy,
Ly oty
Upp] = —— + ——
T2 T n+3 on+1 " 2n+2
1 1 n +1
Uy = _— —
n+1 n+2 2n
Donc :
1 n 1 1
Uprl — Up = -
i n+1 2n+2 n+l
o1, 1
S22+l 2n+1) n+l
1 1
S 2n+1 2n+1)
~2(n+1)—(2n+1)

2(n+1)(2n+1)

_ 2n+2-2n-1

S 2m+ 120+ 1)
1

2+ 1)(2n+1)

m > 0, on a
Upt1 > Uy,. Donc la suite (u,) est strictement
croissante.

,n}, on a
n+k>

Ainsi :

1
n+1 dOHCﬁgm.

n 1 n
< = <1
kz::ln—l-l n+1

(d) La suite (u,) est croissante et majorée par 1,

donc elle converge.

(a) Soit f(z) =lnz—(x—1)=Inz —x + 1 pour
x>0.0na:
1 11—z
! :——1:
fla)=1—1=1"

Pour = €]0, 1[, f'(x) > 0 donc f est croissante.

Pour =z €]1,+o0],
décroissante.

f'(x)

< 0 donc f est

(b)

Donc f admet un maximum en x = 1 avec
F1)=Inl—1+1=0.

Par conséquent, pour tout x > 0, f(z)
lnz<z—1.

Soit g(z) = Inx — (1 — %) =Inz -1+ 1 pour
x>0.0na:

< 0, soit

1 1

! = — — — =
g (z) i p

r—1

Pour z €]0, 1], ¢’(z) < 0 donc g est décroissante.
Pour =z €|1,400[, ¢'(x) > 0 donc g est
croissante.

Donc ¢g admet un minimum en z = 1 avec
g(l)=In1—-1+1=0.

Par conséquent, pour tout z > 0, g(x)
Inz>1-— l

= 0, soit

Soit p > 1. En appliquant 'inégalité précédente
Ao =2t
p
1 1 1
e p p
B ptl p+l—p 1
Or BT pt t P 1 P p
Donc :
I <p+1> !
p+1 p p
p _ptl-p __ 1
Orl- p+1 T op+l T ptl”
Donc :
1 1 1
<m<”%><
p+1 p p
Soit n > 1. En appliquant I'inégalité précédente

pourp=n,n+1,...,2n—1:

1 §1n<n+1>§1

n+1 n n

n -+ 2 1
— < <
n+2 n(n+1)\n+1

1 2n 1
<ln( ><
2n 2n — 1 2n—1

En sommant ces inégalités :

n+k

n 1 n n
Z;n+k<§:m<n+k—l> §;n+k—1

k=1

Le terme du milieu est une somme télescopique :

iln ntk
- \ntk—1

n—+1 n+ 2
=In +In + ...+
n n+1
2n
=In|—
n

2n
ln( )
2n — 1



n—1 1 1 n—1 1

n+k:ﬁ+k§n+k

n-1 1 _ . 1 .
Or Y2021 s = Un — 35 (en enlevant le dernier

terme).
Donc :
In2 < L + L + L
1 “n tn Qn_un 2n
Finalement :
1

un<1n2<un+7
2n

De I'encadrement précédent :

1
In2 - — <u, <In2
2n

lim —21
n——4oo 41
gendarmes :

Comme

lim u, =1In2
n——+oo

= 0, par le théoreme des

'gExercice 35

70
1.

. Soit N =

On admet le résultat suivant : si x est « proche
de 0 », alors In(1 + z) ~ x.

Par exemple, In(1 + 0,02) = In(1,02) = 0,0198 a
104 done In(1 + 0,02) = 0, 02.

Voici Iaffirmation d’un banquier : « Pour estimer
le nombre d’années qu’il faut a un capital placé a
intéréts composés pour doubler, il suffit de diviser

par le taux d’intérét. »

Montrer que le nombre d’années n nécessaires

au doublement dun capital placé a t %
In 2

d’intéréts composés vérifie n > ———.
n (14 155)

In2

n (14 15)

t

(a) En considérant que —— est proche de 0,
donner une valeur approchée de N en
fonction de t.

(b) En déduire que Nt =~ 70.

Déterminer le nombre d’années nécessaires au

doublement d'un capital placé a

(a) 3% (taux du livret A en 2024).

(b) 5% (taux proposé par la trés compétente
Samira Bien)

(¢) 10% (taux proposé par l'obscur Charles
Attand).

(a)

Solution de ’exercice 35

1. Soit Cy le capital initial et C), le capital apres n
années. Avec un taux d’intérét de t%, on a :

t n

Pour que le capital double, il faut C,, = 2C), soit :

t n

t n
1+— ) =2
(1+ %)

Donc :

En prenant le logarithme :

¢
In(1+-—)=m2
”n<+100> .

Donc :

In2
In (1 + ﬁ)

Soit t > 0 un taux proche de 0. En utilisant

I'approximation In(1 + z) &~ = pour x proche de
t

0, avec & = 155 °

t t
In(l4+ — ) ~—
n<+100> 100

n =

Donc :
N In2
n (14 &)
In2
~
100
~ 100In2
ot
On a
N A 1001In2
t
donc :

Nt ~1001In2
Or In2 = 0,693, donc :
100In2 =~ 69,3 ~ 70

Ainsi Nt =~ 70, ce qui justifie la regle du
banquier.

Pour t = 3% :
0,693

In2
_ o ne ~ 23,4 années
In(1,03)  0,0296

Avec la regle des 70 :
70

— & 23,3 années
3 b



(b) Pour t = 5% :

~In2 0,693
~ In(1,05)  0,0488

~ 14,2 années

Avec la regle des 70 :
70

— = 14 années

)
(¢) Pour t =10% :

~ In2 0,693
~ In(1,10)  0,0953

~ 7,3 années

Avec la regle des 70 :
70

0 = 7 années






