Séquence XV — Primitives

g Exercice 1

Déterminer une primitive de chacune des fonctions
suivantes sur l'intervalle I :

e a(z)=(-2z+1)P° sur I =R.

e b(z) =2z —3) (x> —3z+3) sur [ =R.

. c(m):M’surI:}—g;—i—oo{.
6r — 9

. d<x):(:1:2—3:c+2)4 sur [ =]1; 2[.

e e(x) = 5 sur I =]1; 400

2 —1

e f(x) =3cos(2z) + 2sin (3z) sur I = R.

e g(x) = cos (3$ — %) sur [ = R.

e h(x) =cosz —xsinz sur [ =R.

y mw T
. Z(ﬂf)zcos2xsur[:}_2;2{
e j(z)= tan2(2:13) sur I = ]_Z; Z{

o k(x) = tan? (g) sur [ = |—m; 7.

o {(x)=cosx xsin?z sur [ =R.

sinx
v 1+ cosx

e n(x) =sinzsin (2z) sur [ = R.

. m(q;) =

sur [ = |—m; 7.

4 Exercice 3
Soit f la fonction définie sur R\ {1} par

2v 4+ 3
==y
1. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout
a
1 =
2. En déduire une primitive de f sur [ = |—o0; 1|

J

4 Exercice 4
Soit F' la fonction définie sur R par :

Osiz=0
1
22 sin <> siz#0

X

F(z)

—_

F
. Montrer que, pour tout x # 0, (z) < |z).
x

En déduire que F' est dérivable en O .

w N

. Pour tout = # 0, calculer F'(z) = f(z).
(a) Démontrer que, pour tout entier naturel

=1.

e~

1
supérieur ou égal a 1, ’f ()
nm
(b) En déduire que f n’est pas continue en 0

et admet cependant une primitive sur R.

. Montrer que la fonction F' est dérivable sur R*.

J

rﬁExercice 5

1

On pose, pour tout = € |1; +oof, f(z) = —; T

l’ JR—

1. Montrer qu’il existe deux réels a et b, a
déterminer, tel f(x) s’écri a+b
éterminer, tels que f(x) s’écrive

7 q r+1 z-1

2. En déduire 'ensemble des primitives de la
fonction f sur |1; +o0].

e p(z) =tanz + tan® x sur I :}—g; g{
o q(x) =z (32" + 1)% sur I = R.
A Exercice 2
3w

Soit f la fonction définie par f(z) =

Vo —2
1. Déterminer ’ensemble de définition de f.

2. Déterminer les réels a et b tels que la fonction
F définie sur |2 ; 400 par

F(z) = (ax +b) vz —2

soit une primitive de f sur |2 ; 4o0].

3. Déterminer celle qui s’annule en 2.

4 Exercice 6
Soient les fonctions définies sur I = |1; 4+o00[ par

1
\/$2—1etG<I’>:$’—H—m

1. Montrer que F et GG sont dérivables sur [ et
calculer leurs dérivées.

2. Que peut-on en déduire pour les fonctions F

et G7




Séquence XV — Primitives — exercices supplémentaires

rgExercice 7

Vérifier que F' est une primitive de la fonction f
sur 'intervalle donné.

1. sur R :

flx)= Bz +1) et F(z) =32+ 322 +

2. sur |0; 4o0] :
fy =2 2 et ) = (++2)
3. sur |0; o0 :
fla) = == et Fla) = =4y

g Exercice 12

-4
Soit f la fonction définie par f(x) = (3351:5)3
x —

1. Déterminer l’ensemble de définition de la

fonction f.

2. Déterminer les réels a et b tels que, pour tout
) a
x# -, flx) = + .
A (3z —5)°  (3z—5)°
3. En déduire I’ensemble des primitives de f sur
son ensemble de définition.

4. Quelle est la primitive qui vaut 1 en 07

g Exercice 8

Soit f la fonction définie sur R par

f(z) = 32" +22% — 527 + 100 — 3

Déterminer ’ensemble des primitives de f sur R.

4 Exercice 9
Soit f la fonction définie par f(z) = (6z — 5)°
1. Déterminer I’ensemble de définition de f.

2. Déterminer l’ensemble des primitives de la
fonction f sur son ensemble de définition.

g Exercice 13

Soit g la fonction définie sur R par :
g(x) = e “sinzx.

1. Montrer que g est deux fois dérivable sur R et

1
que, pour tout x, g(x) = —¢'(x) — §g”(:v).

2. En déduire la primitive de g sur R qui s’annule
en 0.

4 Exercice 10
Soit f la fonction définie par

1

f(x):m

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.

2. Déterminer l’ensemble des primitives de la
fonction f sur chaque intervalle de son ensemble
de définition.

g Exercice 14

1. Soit la fonction f, définie sur R par :
f(z) = (2952 + 3z — 1) e”.

On note h(z) = (az® + bz + ¢) e*. Déterminer
les réels a, b et ¢ pour que la fonction h soit une
primitive de f sur R.

2. Utiliser une méthode similaire pour déterminer
une primitive de la fonction g, définie sur R
par : g(x) = (4sin (2z) — 5cos (2)) e~ 2

ngxercice 11

Soit f la fonction définie par

fla) = ——
)= ——
vor +1
1. Déterminer I’ensemble de définition de f.

2. Déterminer l’ensemble des primitives de la
fonction f sur son ensemble de définition.

g Exercice 15

Soit u la fonction définie par u(z) =z + /1 + 2.

1. Justifier le fait que u est dérivable sur R et

calculer sa dérivée.
1

V1+a?

(a) Déterminer une relation entre f, u et u'.

2. Soit f la fonction définie par : f(x) =

(b) En déduire la primitive de f qui s’annule
en 1.




Séquence XYV - Logarithmes

rgExercice 16

Déterminer l’ensemble des valeurs de = pour
lesquelles les expressions suivantes ont un sens :

In(3z+1

h
b z?) )ln(2x—1)
&) (3 —2) +In(x —2) o2
i) In T2

k) In(e®*+1)

4 Exercice 17
Exprimer en fonction de In (2) et In (3) :

4 Exercice 18
| Soit & € R%. Montrer que In (y/z) = - In (z)

rﬁExercice 19

Ecrire sous une autre forme :

a=In(8) —4In(2) +3In(4) —In (16)

b=81In(2)

N 1 €4ac
c=1In(2e )+Zln <2>
d=1In(4)—2In(2)
f=6In(3)—5

gzln(l—i—ex)—kln(l—i—e_:‘)

g Exercice 20

Montrer que les nombres suivants sont des entiers :
a=—exp(In(1/2))+4
h= e111(4)

c= 6ln(5) . eln(9) + 261n(3)

g Exercice 21

Soit un réel a > 0.

a) Déterminer I’équation de la tangente au point
d’abscisse a a la courbe d’équation y = In ().

b) Déterminer pour quelle valeur de a la tangente
correspondante passe par l’origine.

4 Exercice 22
Résoudre les équations suivantes :

a) In(2r—5)=%k b) In(z—4)=In2z-1)
¢) (In(z))*=3In(z)+2=0
d) In(2e —7)+In(4x —9) = —In(3)

g Exercice 23

Résoudre les inéquations suivantes :
a) In(z—8) >0 b) n(2+2z)+1<0

¢c)2In(3—x)+1>0
d) In(3z) +In(z —1) <In(6)

gExercice 24
Déterminer les limites aux bornes des fonctions :
f(@) =z —2In(z) h(z) =e " In(x)
2 —1

o= It i —ln(x) —In (0 + 1)

g Exercice 25

Etudier les fonctions f définies par :
1 1
a)ﬂ@:x+hww b)ﬂ@:1+if@)
1 1
1@ = 10 @f@y_%@

4 Exercice 26

a) Soit a et b deux réels strictement positifs.
a—{—b) S In(a) + 1n (b)

2 )7 2

b) Donner une conséquence graphique de cette
inégalité.

Montrer que : In (

:g Exercice 27

Déterminer la dérivée des fonctions f telles que :

a) f(z)=1In(2?+1) ot _ @
tﬁﬂ@m(ﬁ1>(nﬂ@m<ﬁ+eJ

c) f(:r)zln(efti) e) f(w)zln(m




Séquence XV - Logarithmes — exercices plus difficiles

g Exercice 28

On consideére la suite (u,,) définie, pour tout entier

1 n
n strictement positif, par u, = (1 + ) .
n

1. Calculer u; et wus.

2. (a) Démontrer que, pour tout réel = > 0, on a
In(1+z) <z

(b) En déduire que, pour tout entier n
strictement positif, In (u,) < 1.

(c) Sila suite (u,) est convergente, par quel
nombre peut-on majorer sa limite 7

3. On considere la suite (v,) définie, pour tout
entier n strictement positif, par v, = In (u,).

In(1
(a) Donner lim M
z—0 €T
(b) En déduire que la suite (v,) converge
vers 1.

4. En déduire que la suite (u,) est convergente et
donner sa limite.

5. Soit x € R. En s’inspirant de ce qui précede,

<1 + ”'”> .
n——+00 n

déterminer lim

4 Exercice 29
On rappelle que Va € R, Vb € R, a’ = e’

1. Démontrer que, pour tout réel x > 0,

1 1
] <1n(x+1)—1n:z:<;

2. On considere la fonction f définie sur R par
j@ = (1+2)
x) = —
x
(a) Démontrer que f est strictement croissante

sur R
(b) Démontrer que Er+n In(f(z)) = 1.

(¢) En déduire la limite de f en +oo.

ngxercice 30

| Résoudre dans R% I'équation 2" = (27)".

4 Exercice 31
Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par

flz)=€e"+2x

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n,
I'équation f(x) = n possede une unique solution
dans [0; 400, que I'on notera .

2. Donner «;j.

3. (a) En remarquant que, pour tout entier
naturel n, f(a,) = n, démontrer que
la suite (ay,) est croissante.

(b) Montrer, en raisonnant par ’absurde, que

lim «, = +o0.
n—-+00

4. Démontrer que, pour tout entier n strictement
positif, In(n —Inn) < o, < Inn.

5. En déduire la limite de la suite (%)
Inn

g Exercice 32

Pour tout entier naturel n non nul, on pose

H,=Y
k=1

s

1. Démontrer que la suite (H,) est strictement
croissante.

2. (a) Démontrer que, pour tout réel = > —1,
ln(l + x) <z

(b) En déduire que, pour tout entier k
strictement positif,

In(k+1)—Ink <

| =

(c) Soit n € N*. Démontrer que
H,>In(n+1)

Que peut-on en déduire pour la suite

(Hn)?

3. On considere la suite (u,) définie pour tout
entier n strictement positif, par u,, = H,, —Inn.

(a) Démontrer que la suite (u,) est

décroissante et minorée.

(b) Que peut-on en déduire ?




rgExercice 33

Soit f une fonction strictement positive et
dérivable sur un intervalle /. On appelle dérivée
logarithmique de [ la fonction notée Z(f)
définie sur [ par

_ S
f

On remarque qu’il s’agit de la dérivée de In (f).

Z(f)

1. Soit f et g deux fonctions strictement positives
et dérivables sur I. Montrer que

(&) Z(fg) =2(f) +Z(9)-

2 (1) =2 - 20,
2. Soit f la fonction définie sur R par
flz) = z(z = 1)(z - 2)(z — 3)

Utiliser la dérivée logarithmique de f pour
déterminer f’.
3. Soit g la fonction définie sur R par

_ 2'(2z - 5)?
gle) = (22 4 3)° ebe

Déterminer la dérivée de la fonction g.

rgExercice 34

On considere la suite (u,) définie pour tout entier
naturel n non nul par

n
U, =
n k;”

S SN B
+k n+1 n+2 7 n+n

7
12
2. (a) Démontrer que, pour tout entier naturel n

1
2(n+1)(2n+1) *

(b) En déduire le sens de variation de (u,).

1. Donner u; et démontrer que uy =
non nul, u, 1 —u, =

(c) Démontrer que, pour tout entier n non nul,
u, < 1.
(d) En déduire que (u,) est convergente.

3. (a) Montrer que, pour tout réel x > 0,

1
l—-—<lnz<z-1
T

(b) En déduire que, pour tout entier p

strictement positif, ﬁ <Iln (;9%1) < %.

4. (a) Démontrer que, pour tout entier n

strictement positif, u, < In2 < u, + i

(b) En déduire que la limite de la suite (u,)

rgExercice 35

On admet le résultat suivant : si x est « proche
de 0 », alors In(1 + z) ~ x.

Par exemple, In(1 + 0,02) = In(1,02) = 0,0198 a
10~* donc In(1 + 0,02) ~ 0, 02.

Voici laffirmation d’un banquier : « Pour estimer
le nombre d’années qu’il faut a un capital placé a
intéréts composés pour doubler, il suffit de diviser
70 par le taux d’intérét. »

1. Montrer que le nombre d’années n nécessaires

au doublement d’un capital placé a t %
In2

d’intéréts composés vérifie n > —
In (1 + ﬁ)

In2
(14 15)

t
(a) En considérant que —— est proche de 0,

2. Soit N =

donner une valeur approchée de N en
fonction de t.

(b) En déduire que Nt =~ 70.
3. Déterminer le nombre d’années nécessaires au
doublement d’un capital placé a
(a) 3% (taux du livret A en 2024).
(b) 5% (taux proposé par la trés compétente
Samira Bien)

(c) 10% (taux proposé par l'obscur Charles
Attand).




