Compléments d'analyse

1. Primitives

Exemple :

2
La fonction R r — —x/x est dérivable

sur |0; +oo[ comme produit de deux fonctions
dérivables. Calculons la dérivée de R :
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On dit que la fonction R est une primitive de la
fonction racine carrée sur |0; +o0o].

m DEFINITION :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
On appelle primitive de f sur [ toute fonction
F dérivable sur [ telle que : Vo € [ : F'(z) = f(z).

Remarque : Dans I'exemple précédent, les fonctions
définies sur |0; +o00[ par z — R(z) — 4 mais aussi
z +— R(x) ++/2 et plus généralement = — R(z) + k

ou k € R, sont aussi des primitives de f sur |0; +oo].

m PROPRIETE :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et F'
une primitive de f sur [I.

1. Pour tout réel k, la fonction définie sur I par :
r— F(z)+k

est aussi une primitive de f sur [.

2. Toute primitive de f sur [ est de la forme
r— F(x)+k

ou k € R.

Démonstration.

1. Soit F} définie sur I par : Fi(z) = F(x) + k.

Vk e R,V € I, F/(x) = F'(z) + 0

= f(z)
ce qui montre que Fj, est une primitive de f sur I.

2. Soit GG une primitive quelconque de f sur I. Alors

Veel, (G- F)(x) =G (z) — F'(x)
= f(x) = f(x)
—0

car ' et G sont deux primitives de f sur I. La
dérivée de la fonction G'— F' étant nulle sur 7, on
en déduit que la fonction G — F' est une fonction
constante sur I. Il existe donc un réel k£ tel que :

Ve e I, (G — F)(z) =k donc G(z) = F(z) + k.
[

Calculs pratiques : Par lecture inverse des formules usuelles de dérivation, on obtient le tableau suivant :

Fonction f Intervalle de validité I Primitive F' de f sur [
f(z)=aouaeR I=R F(z) =ax
1
—a"oineNn>1 =R = ntl
f(x) =2"ouneN,n (x) g
fx) =a"
oun € Z,n< —2 I =]—00;0[0oul=]0;+o0] F(z) = —gamt!
fl@) =5z I =]0; 400 Fz) =z
f(z) = cosx I=R F(z) =sinx
f(z) =sinz I'=R F(z) = —cosz
f(z) =1+ tan’z = ! I=|-Z4kr: Z+kr|, keRr F(z) =tanx
B Ccos?z | ] 2 "2 ’ ' B
flz)=e¢" I=R F(z)=¢€"
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De plus, si u et v sont des fonctions dérivables sur 'intervalle [ :

Fonction f Intervalle de validité [ Primitive F' de f sur [
— ol A N 2 1 T F — _ = ,ntl
f=du"ouneNn | . (x) 1
f=wut olin € Zon < —2 Tout intervalle 1I7IChlS dans I sur Flz) = —Lynt1
lequel u ne s’annule pas. n+l1
u Tout intervalle inclus dans I sur
f= 2\/u lequel u > 0. F(z) = vu
f=1ucosu R F(z) =sinu
f=1u'sinu R F(zr) = —cosu
=ue Ir) =e
! u ] F u

Exemple :
Calculer une primitive de la fonction f sur
I'intervalle 1.

. fo)=a°—z—1sur [ =R

% 2P
5 x
2. f(x):x?’—;—i-% sur I =10; +oof
x5
Flo) =% 42 4 e
(x) 4—0—33—1- e
3. f(z)= i sur [ = ]—o0; —1]
x?—1
u'(x)

On reconnait f(x) =

B 2, /u(zx)

avec u(z) = 2° — 1 et u/(z) = 2u.

Donc F(x) = va? — 1.
4. f(z) =5ze” sur [ =R

On reconnait
5 5
f(z) = g % 20 X e = iu’(x)e“(m)

avec u(x) = x*. Donc

2?2 +1
5. f(z) =
(23 + 3z + 1)
On reconnalt

7 sur [ =[0; +o0]

3(z* +1)

1 ! —4
@B +3c+1)4 3" (z)ulz)

fla) =5 x

avec u(x) = z° + 3r + 1
et u/(z) = 322 +3 = 3(2? + 1). Donc

I (2*43z+1)7° 1

F = _ - _
() =3 =3 O(® 1 3z 1 1)

Remarque : Pour certaines fonctions, I'existence de

primitives n’est pas « immédiate ». Par exemple, les
. P . — 2

fonctions définies sur R par : o — |z| ou x +— 7"

Le théoreme suivant, que 'on admettra, apporte une
réponse quant a leur existence.

m THEOREME :

Toute fonction continue sur un intervalle admet
une primitive sur cet intervalle.

Exemple :

La fonction f définie, pour tout x € R, par

f(x) = ||

est continue sur R : le théoreme affirme donc que
f admet des primitives.
Vérifier que la fonction F' définie, pour tout z € R,

1
par F(x) = 3% |z| est en effet une primitive de f

sur R.
Vérifions que F'(x) = |x| pour tout = € R.

e Pour z > 0,

donc F'(x) =z = |z|.

e Pour x <0,
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e En x =0 : calculons les dérivées a droite et & Exemple :

gauche. 1. Déterminer l'unique primitive F' de la
F(h) — F(0) Ih? : P
lim —2 =7 lim 2 fonction f définie sur I = R par
h—0*t h h—0t h
:hmﬁ flx)=2%+3z -4
h—0+ 2
=0 qui vaut 9o =0 en 2y = —1.
_ expression générale d’une primitive de
0 I : inérale &’ imitive de f
est
F(h)— F(0 —1p? x> 3a?
T Flw) =5+ =5 —dotk
— lim ;h avec k € R.
h0- 2 On cherche F telle que F(—1) = 0.
=0
— -1 3(—1)?
Donc F'(0) =0 = |0]. _ 13
Ainsi F' est bien une primitive de f. Y t 2 ta+k
—2+9+24
= 1k
Remarques : 6
o Toute fonction f continue sur I admet donc une = 31 +k
infinité de primitives sur /. 6
o La fonction f définie, pour tout z € R, par : Pour que F'(—1) =0, il faut k = —%. Donc
f(x) = e est continue sur R : le théoréme
affirme donc que f admet des primitives. Mais 2 3a? 31
L : Flo)=—5+—F— —4o0— —
dans ce cas, inutile d’en chercher une expression : 3 2 6

un théoreme di a Liouville (XIX® siecle) montre
que cette fonction n’admet aucune primitive
s’exprimant a 1’aide des fonctions usuelles
(exponentielle, trigonométrique, etc.).

2. Quelle est 'unique primitive £’ de la fonction
f définie sur I = |3; +o00| par, pour tout

xel,
o Il existe une fonction f non continue sur R x

et admettant cependant une primitive sur R
(¢f. ex XV.4, a connaitre) I’hypothese de
continuité du théoreme est donc suffisante mais
pas nécessaire.

qui vaut yp =3 en g =57
On reconnait

m PROPRIETE : fa) = @)
Soit f une fonction continue sur un intervalle I. 24 /u(z)
Soit xg € I et yy € R. Il existe une unique primitive
F de f sur [ telle que F (z9) = . avec u(z) = r?—9 et u/(x) = 2x. L’expression

générale d'une primitive est
Démonstration. La fonction f étant continue sur 7, le
théoreme précédent assure 'existence d’une primitive Fr(z) = Va2 -9+k
G de f sur I. D" apres la proposition 2 de la premiere
page, toutes ses primitives sont alors de la forme
Fi:x+— G(x) + kot k € R. Alors

avec k € R. On cherche F telle que F(5) = 3.
Fi(5) = V25— 9+ k
F (x0) = yo <= G (w0) + k = yo — 16+ k

ce qui définit une unique valeur de k et donc une
unique primitive F' définie sur I par :

F(x) = G(x) +yo — G (o)

Pour que F(5) = 3, il faut 4 + k = 3, donc
k = —1. Donc

B F(w):\/M—l
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2. La fonction logarithme népérien

A. Rappels

m DEFINITION :

On appelle fonction logarithme népérien et on
note In la bijection de |0; +oo[ sur R qui est la
réciproque de la fonction exponentielle.

m COROLLAIRE :
e VyeR/In(e¥) =y
et Vo €]0; +oof, e =z

lnalc:y<:>> x=eY
yeR z €]0; 400
e =1donclnl =0

e el =edonclne=1

« Une fonction bijective et sa bijection réciproque
étant de méme monotonie, la fonction
logarithme est wune bijection strictement
croissante de |0 ; +oo[ sur R.

Y(a; b) €]0; 400, Ina =Inb<=a=1b
Y(a; b) €]0; 400>, Ina >Inb<=a>b>0
Exemple :

Résoudre les équations suivantes dans R :

1. ettt =2,

et =2 =42 +1=1In(2)
= dr=1In(2)—1

In(2)—1
o=

2. In (2z* — 3) = In(5z).
Cette équation nécessite tout d’abord que
222 —3 >0 et 5z > 0,

3
c’est-a-dire = > \/; et x >0,
ie. x> 5
l1.€. T —.

2

In(22* — 3) = In(5r) <= 2% — 3 = 5z
= 20" — 5 —-3=0

5+ 7
A = 25+24 = 49, donc x; = o 3 et
5-—17 1 1
Ty = 4 =3 Seul & = 3 vérifie la condition

x> \/g Donc § = {3}

3. In(2z — 3) < 5.
3
Il faut d’abord 2x — 3 > 0, soit x > 5

In(2z —3) <5 < 2r —3 <€
—2r<e’+3

43

<:>$<€+

2

3 e+3

Donc la solution estS:]Q; e;—]

B. Propriétés algébriques
m PROPRIETE :

Pour tout couple de réels strictement positifs (z ; y)
et pour tout entier n :

e In(z x y) =In(z) + In(y)

e In (1) = —In(z) et In <E> =In (z) —In (y)

T Y
e In(z") =nln(x)
2
Démonstration. Soit (z; y) € (Rj)

o @) = 2y par définition de la fonction
logarithme.

Mais on peut écrire que : zy = e™%e™¥ pour la
méme raison. On en déduit que :

eln(xy) _ eln:pelny
donc, avec les propriétés de ’exponentielle :

In(zy) =In(z) + In (y)

c’est cette propriété qui a historiquement
motivé I'invention des logarithmes.

- 11
« Comme précédemment, ez = =
x
On a aussi, e~ "% = . Donc
elna:
1 1
elnw ;

i.e.
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Il vient que

Ini —Inz
T

(& =€

1
On en conclut que In <) = —Inz.
T

In <x> =1In (:vx 1)
Y Y

1

=Ilnz +In-

Y

=Ilnzr—1Iny

e On raisonne par disjonction de cas :

— Sin € N, on procede par récurrence.

Pour n =0, In(z°) = In(1) = 0 = 0 X In(z).

Supposons la propriété vraie au rang n,
montrons-la au rang n + 1.

In(z"™) =In(2" x )
= In(z") 4 In(x)
=nln(z) + In(z)
= (n+1)In(z)

— Sin € Z, alors posons n = —p avec
p e N*.

Exemple :

1. Soient a et b deux réels strictement positifs.
Exprimer en fonction de Ina et Inb :

1
In (ab3) et 61n ——

va2b

In(a®b*) = In(a?) + In(v?)
= 2In(a) + 31n(b)

6 In (ﬁ) =61In <(a26>_%>
(e
= —3In(a’b)
= —3(2In(a) + In(d))
= —61n(a) — 31n(b)

In(v/5+ 1) +1n(+v/5 — 1)
In2

2. Simplifier

In(v3+1) +In(v5 - 1) _ In((v5+ (V5 - 1))

In2 In2

In(5—1)
In2

_

~ In?2

~ In(2?)

~ In?2

B 2In2

In2
=2

3. Résoudre
(1) :In((x —2)(x—1)) =In2
et (Fy) :In(x —2)+In(x —1) =1In2
Pour la premiere équation :
il faut (x — 2)(z — 1) > 0,
ie. x€]—o0; 1[U]2; +o0l.

In((zx —2)(z—1))=ln2<= (z—-2)(x—1)=2
=’ -3r+2=2
=1 -32=0
— z(r—-3)=0

Donc x = 0 ou « = 3. Ces deux valeurs vérifient
la condition de I'ensemble de définition. Donc
S =1{0;3}

Pour la deuxieme équation :

ilfautx —2>0etz—1>0,ie x> 2.

In(z —2) +In(x —1) =In2
<~ In((z —2)(z—1)) =1n2
On retrouve la méme équation que

précédemment, mais seul x = 3 vérifie la
condition x > 2. Donc S = {3}
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C. Etude de la fonction logarithme

Mais d’autre part, le théoréme de dérivation d’une

népérien fonction composée donne :

m PROPRIETE : - . Ve > 0, f/(x) = (In)'(z)e"®
La fonction logarithme népérien est la primitive
de la fonction inverse sur U'intervalle ]0; 4+o00] qui On en déduit, que pour tout z > 0,

s’annule en 1.
(In)'(z)e™® =1
Autrement dit, pour tout x > 0,
et donc que

(In)(x) = i et Inl1=0 (In)'(z) xz =1

et finalement

Exemples : , 1
(In)'(z) = -
1. Trouver la primitive sur 0 ; +oo[ de la fonction

fraw 3 — 4 qui sannule en 1. Ainsi, la fonction logarithme népérien est une

: - o primitive de la fonction inverse et In1 = 0. ]
Une expression générale de la primitive de f est R L . ,
Le théoréeme de dérivation des fonctions composées
F(z) =3Inz — 4z + k permet d’en déduire :
m PROPRIETE :
ou k € R. Pour que F (1) =0, on doit avoir Si la fonction u est strictement positive et dérivable

sur l'intervalle I, la fonction Inu est dérivable et
3Inl —4x14+k=0ie.0—4+k=0

/

ie. k=4 nu) = &
(nuy ="
Donc F(z) =3Inz — 4z + 4. Exemple :
2. Déterminer les variations sur |0; +oo[ de la Justifier la dérivabilité de la fonction
fonction g: x — . —Inzx
g est dérivable en tant que différence de fonctions fizr—1In (xz - 1)
dérivables.
sur [ =]1; 4o00] et calculer f'(z) pour tout z € I.
Vo >0, ¢ (z)=1- 1 Posons u(x) = 2 — 1. Sur |1; 4o00[, on a
x
_r—1 uz)=2"—-1>1-1=0
x

donc u(xz) > 0. De plus, u est dérivable sur
]1; 4+o00] avec u/(x) = 2z. Donc f(z) = In(u(z))
est dérivable sur |1; 00| et

e Pour z € 1051, x — 1 < 0 et =z > 0,
donc ¢'(z) < 0. Ainsi g est strictement
décroissante sur |0; 1].

e Pour z €]1; 400, z—1>0et x> 0, donc ,oy ()
g'(x) > 0. Ainsi g est strictement croissante fla) = u(x)
sur ]1; +oof. 27
Ainsi ¢ admet un minimum en z = 1 avec a1
g(l)=1—-In1=1.
Inversement, on en déduit :
Démonstration de la propriété précédente. On va B PROPRIETE -
adrpettre que la fonction logarithme népérien est Si la fonction u est dérivable et strictement positive
dérivable sur R. sur 'intervalle I, alors une primitive de la fonction

!/

u .
, . . — sur [ est la fonction In u.
Pour trouver trouver l’expression de la fonction U

dérivée, introduisons la fon?tmn ! deﬁm.e pour tout Plus généralement, si la fonction u est dérivable et
x € ]0; 4oof par f(x) = €™ Il est clair que pour s o

L. non nulle sur I'intervalle I, alors une primitive de la
tout x > 0, f(x) = = et donc f est dérivable sur /

u
]O; —|-oo[ avec pour tout z > 0 : f’(x) =1. fonction E sur [ est la fonction In |U|
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Exemples :
1. Donner une primitive sur R de la fonction

2

xe
from ——0
e + 3
. /
On reconnait une expression du type “& avec

w(z) = e 4 3 et /() = 2ze*”. Donc

1
2
1)
2
Une primitive de f est F' définie par
1 2
F(x) = §ln(e +3)+k

avec k € R car ¢” 3 est strictement positif.

7T'7r[dela

2. Donner une primitive sur [ = ]—27 B

fonction tan.

sin R .
tanz = . On reconnait une expression du
. COST
type % avec u(z) = cosx et u'(x) = —sinx.
Ici, tanx = —7;((;)). Une primitive de tan est

donc donnée par
F(z) = —In|cosz|+ k

=1In

-
cos T

sur ]—g; ;T[, cosx > 0, donc

F(z) = —In(cosz) + k

avec k € R.
3. Donner une primitive sur |1 ; +o0o[ de la fonction

1

g:x—
zlnzx

On reconnait g(x) = i((f)) avec u(x) = Inx et

u(x) = % Une primitive est g est G définie par
G(z) =In|lnx| + k, avec k € R.
Pour tout z € |1; 400, Inz > 0, donc

G(z) =In(lnz) + k

avec k € R.

B PROPRIETE : (Limites)

lim Inz = +oc0 et limlnz = —o0.
xr——+00 xﬁ\(()J
x>

m PROPRIETE :
la fonction In est deux fois dérivable sur ]0; +o0|
et (In)”’(z) = —% < 0. Donc la fonction In est
concave. Sa courbe représentative est située en
dessous de ses tangentes.

Si 'on considere la tangente au point d’abscisse 1,
on en tire cette inégalité de convexité souvent utile :

m PROPRIETE :
Ve >0,lnz <x—1

S

QL

No

[u iy

m PROPRIETE :
Inz

lim — =0
r—+00

lim zlnz =0
z—0t

lim In(z + 1)
z—0 €T

=3

Démonstration.
Inz

On s’intéresse a la forme indéterminée lim — :
r—+o00

qu’on va lever a 'aide de la fonction exponentielle
et du changement de variable : x = €Y, i.e. y =Inx
pour x > 0. On a

Inzx In (e¥
lim — = lim (<")
r—+o00 g Yy—r+00 ey
. Y
= lim =
y—+oo e¥
. 1
= lim —
y——+oo &
Y
=0
. . Y
car on sait que : lim & = 4o0.
y——+oo Y
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De plus
li Inz = li ! 1 L
P L ¢ H<X)

SN

en posant X = — (alors X tend vers 400 quand z

tend vers 07).

o li L 1 L) li L In(X
i et () = i (1))
) In X
= lim ———
X—+o0
=0
d’apres la démonstration précédente.
Enfin, . In(x + 1)
im ———=
z—0 €T

est le nombre dérivé de la fonction f : z — In(z + 1)
en 0, i.e.

Exemples :

Calculer les limites suivantes :

a) lim (z—Inx) b) }:%(x In /)

z—>+ool
¢) lim ( +1In 3:)
z—0 \ 1
1
a) lim (x —Inz) = lim « <1 — nx)
z—+00 T—r+00 x
—_= +OQ
1
car lim — = 0.
r—+o0o 1
b li Iny/x)=1i —1
) ) = i (o)
[
-3l
1
=-x0
5
=0

1
c) — tend vers +o00 et Inx tend vers —oo. Pour
T
lever cette indétermination, on écrit
1 l+znz

—+lnz =
x x

Comme lim zlnxz =0, on a
z—0t

lim (1+zlnz) =1
z—0t

Donc
) 1
lim ( + 1nx> = 400

z—0t \ X

3. Puissances d'un réel

A. Notation a” et a’

Soit a un réel strictement positif et n un entier.

e Sin>0,lesensdonnéaa™est:axax...Xa

n facteurs

1
« Sin <0, alors le sens de a™ est : —.
o

o Enfin, si n = 0, alors a® = 1.

Remarquons que dans tous les cas, on peut écrire :
a = 6ln(a”) — enlna

blna 5 yn sens méme si b est un

Comme le nombre e

bel ti Stendre la notation a’
réel non entier, on va étendre la notation a’ aux
cas ou b n’est pas forcément entier de la maniere

suivante :
B DEFINITION :
Soit a un réel strictement positif et b un réel

quelconque. Le nombre e?'"? sera noté a®.

Exemple :

27 signifie e™"? ~ 8,82,

Remarque : si a > 0 et que b et &' sont deux réels
quelconques :
/ /
ab % CLb — eblna % eb Ina
_ 6blna+b’ Ina

/
— 6(b+b )JIna

’
— ab+b

On remarquera que cette notation est cohérente avec
toutes les propriétés habituelles des puissances :

m PROPRIETE :

Pour tous réels a et a’ strictement positifs et pour
tous réels b et b’ :

In (ab) =blna

b+b/ _ b b/ b
a =a’'a (CL&/) _ aba’b
b
oY =L (a )b ab
— v — - —.
a a a/b
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B. Fonctions puissances d'exposant non
entier

Soit o € R. La définition précédente donne un sens
a la notation z® ott z > 0 : 2% = e*%. De plus,
le théoreme de dérivation des fonctions de la forme
e assure la dérivabilité sur |0; +oo| de la fonction

1

(6]
alnz @ — o1

z — % de dérivée o X — X e = —z
x
Plus généralement :

m PROPRIETE :
Soit @ € R. Si la fonction u est dérivable et
strictement positive sur lintervalle [ alors la
fonction u® I'est aussi et

Exemples :

N|=

1. La fonction dérivée de la fonction = — z2,

définie sur ]0; 4o00[ est la fonction

o gdlep tabtm b o Lo 1
2 2 20 9 2y

On retrouve ainsi la dérivée de la fonction

racine carrée.

2. La formule est aussi utile pour trouver des
primitives : une primitive sur |0; +oo[ de la
fonction g définie par g(z) = /T = 22 est la
fonction G définie par

8
=
+

—

G(z) =

NI
(V1Y
+
—_

N\OJ‘ 8

8
[Nl

H»—l
X
&\

5

WINWI W N

3. La fonction f définie sur R par

1 —
= = (1+sin?
f(x) (11 sin )} ( + sin a:)

Wi

est dérivable sur R de dérivée

2 -2
f(z) = —3 X 2sin x cos (1 + sin? ) °

4

— —3 sin x cos x (1 + sin? )_

wlot

4. Fonctions racine n-ieme

Pour n € N;n > 2, la fonction f, : x — 2™ est une
bijection de [0; 400 sur lui-méme : pour tout y > 0,
il existe donc un unique réel x > 0 tel que : z" = y.

Or
" =y<=nlnz=Iny
1
< Ilnzx=—Iny
n
e g =enV
1
In{yn
=0
— g =yn

ce nor/nbre sera appelé racine n-ieme de y.

m DEFINITION
Soit n € N'\ {0; 1}. On appelle fonction racine
n-ieme et on note /.- la fonction définie sur

[0 +oo[ par : W={

1
n

i sixz >0
0 sizx=0

Exemple :

1Y/1024 = 102470

=2

5. Fonctions exponentielles et fonctions
logarithmes de base a

m DEFINITION :

Soit a un réel strictement positif.
On appelle fonction exponentielle de base a la
fonction définie sur R par z — a”.

Remarque : La fonction exponentielle est donc la
fonction exponentielle de base e.

Etudions rapidement ces fonctions.

Si a =1, la fonction f, est constante. On écarte ce
cas dans la suite.

Par définition, pour tout réel z, f,(z) =e
Donc

zlna

lim fo(7) =

T—r—00

Osi lna>0doncsia>1
+oosi lIna<0doncsiO<a<1

et lim f,(x)=

r—r-+00

+oosi lna>0doncsia>1
O0si lIna<0Odoncsi0O<a<1

Ainsi, la fonction f, est dérivable sur R et
f(z) =1n(a) x e*m@

qui est donc du signe de Ina, lequel dépend de la
position de a par rapport a 1.
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On obtient donc deux tableaux de variations
différents selon la valeur de a.

Sia>1,
x —00 +00
+00
fa O /
Sid<a<l,
x —00 +00
+00
fa \ 0
Et les courbes suivantes :
a>1 \ / 0<ta<il
t =1
_/ \ 4
-1 0 oy 4 rt

Remarque : Noter que la fonction dérivée de la
fonction x — a” est x — Ina x a® et non pas la
dérivée obtenue avec une fonction puissance.

Aux fonctions exponentielles de base a # 1, qui sont
toutes des bijections de R sur |0; +oo[ sont associées
leurs bijections réciproques, les fonctions logarithmes
de base a.

m DEFINITION :
Soit a un réel strictement positif et différent de 1.
On appelle fonction logarithme de base a
la fonction notée log,, bijection réciproque de la
fonction exponentielle de base a.
Pour tout = > 0,

log, (z) = In(a)

Démonstration. Pour tout a réel strictement positif
et différent de 1 et tout y > 0,

rzlna

a* =y<=e =y
<= rlna=Iy

1
@x:ﬁcara#l
Ina

Donc T'unique antécédent de y par la fonction
exponentielle de base a est }E—Z ce qui montre que

log,(y) =

Remarques :

1. Quelle que soit la base a, et quels que soient les
réels strictement positifs x et y :

« log, (a") ==

o Larelation fonctionnelle est toujours la méme

log, (vy) = l?n(?ay))

_Inz+Iny

B Ina

_Inz  Iny

" lna  Ina

= log, (x) +log, (y)

2. En pratique, le logarithme en base 10, notée
simplement log est utile en sciences, par exemple
pour les mesures du pH, de I'intensité du bruit en
dB, de I'intensité d’un tremblement de terre avec
I’échelle de Richter.

pour tout = € R, log (10%) = x.

3. Dans le cas ou on serait amené a manipuler
des inéquations avec logarithmes de base a # e
(notamment dans certains exercices sur les suites,
ou en probabilités...), la propriété suivante est
utile a connaitre

m PROPRIETE :
Les fonctions logarithmes de base a, avec 0 < a < 1,
sont des fonctions strictement décroissantes sur
10; +ool.
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Exemple :

En décembre 2018, le plus grand nombre premier
connu est p = 282589933 _ 1+ combien ce nombre
a-t-il de chiffres en écriture décimale ?

Remarquons tout d’abord qu'un nombre entier x
s’écrit avec n chiffres en écriture décimale si :

10"t < 10"
Or

10" <2 < 10" <= log (10” 1) < logz < log (10™)
< n—1<logr <n
<= n—1=|logx]

<~ n=|logz|+1
Observons par ailleurs que 252589933 of
p = 282589933 _ 1 g’écrivent avec le méme nombre
de chiffres en base 10 car le chiffre des unités de

282589933 ost 24, 6 ou 8 donc jamais 0, et donc en
retranchant 1, on garde le méme nombre de chiffres.

Ainsi, le nombre de chiffres de p est

|log 252789938 | 4 1 — 82580 933l0g 2| + 1
— 24862048

Le calcul détaillé :

log(2%2°%9933) = 82589 933 x log(2)
~ 82589933 x 0,30103
~ 24862047, 4

Donc [log( = 24862 047. Le nombre de
chiffres est donc 24862047 + 1 = 24 862 048 chiflres.

282 589 933”

B PROPRIETE : Croissances comparées
Pour tout a > 0,

Inz . e’

lim — =0 lim — =400
z—+oo & T—+o00 &

Démonstration. Soit a > 0.

Inz
e On cherche a lever la forme indéterminée lim —
r—+oo &

Remarquons que pour tout x > 0,
Inz  1In(z%)

x a ¢
et lim z% =+
Tr—400
Ainsi, en posant X = x®,
Inz . 1InX
llm — = lim ———

Xostooa X

In X

Or, on a vu que lim —— =0 et donc

X—+o0

xT

¢ On s’intéresse & la forme indéterminée lim —
T—400 %

Remarquons que, pour tout z > 0,

T T

(&

T o ealnax

— ex—a Inz

= ex(l_%)

Inz

Or lim — =0 et donc, comme a > 0,
T—+00

eZE

lim — =400
r——+o00 <

]

Remarque : On pourra retenir que la fonction In est
dominée a l'infini par toute fonction puissance, en
particulier par la fonction racine carrée. De méme,
toute fonction puissance est dominée a l'infini par la
fonction exponentielle.

Exemples :

Calculer :
. T 99 _
xl_l&loo (10 Inz — /x).
On factorise par le terme dominant.

10 Inx — \/‘_\/’<o9913;—1>

Inz
_ 99

Inz
Comme lim =0, on a
z—+00 1*1/2

lim (1099 Inz — \/E) = —00

T—>+00

o lim (209 — %)
T——+00
100
T
xloo—e‘”:e””( —1).
€$
100
Comme lim =0, on a
rz—+oo et
lim (xloo — em) = —00
T—>+00
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