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Ce livret d’exercices est une compilation d’exercices trouvés sur les manuels libres disponibles sur le site Pearltrees
ainsi que sur le livret de transition Premiere - Terminale du lycée Henri IV (et quelques annales du baccalauréat
national). Le travail des collegues a été modifié a la marge afin de respecter les spécificités du programme du
lycée franco-allemand.

Je remercie les collégues ayant travaillé sur ces exercices de les avoir généreusement mis en ligne.

Aux éleves de 1SMP2 : Vous pouvez vous approprier ce livret pour réviser pour la rentrée ou pour réviser avant
un chapitre. Ce livret ne revét aucun caractere obligatoire.

Ce livret peut comporter des erreurs (j’espere le moins possible). N'hésitez pas & me faire remonter vos doutes.

Enfin, 'accent est mis sur certaines notions. On ne parlera par exemple pas de nombres premiers ou de géométrie
dans 'espace, et trés peu de racines carrées de nombres complexes. Il a fallu faire des choix, et je pense plus
pertinent que vous soyez a 'aise avec la divisibilité et les calculs avec les nombres complexes pour aborder I’année.
Mais ne vous inquiétez pas, ces notions reviendront !
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Pour information, et pour que vous puissiez choisir comment mettre des priorités dans votre travail, la progression
envisagée (je peux la modifier!) des chapitres en terminale SMP est la suivante :

 Analyse (partie 3/3) primitives, logarithme népérien, logarithme naturel et exponentielle de base a)
« Suites (partie 3/3) : Théoremes de convergence, suites adjacentes

o Dénombrement

« Probabilités (partie 2/3) : probabilités conditionnelles, loi binomiale

« Matrices (partie 2/2) : Suites de matrices, marche aléatoire sur un graphe et chaines de Markov

« Equations différentielles

« Nombres complexes (partie 2/3) : Formes trigonométrique et exponentielle, point de vue géométrique des
nombres complexes

o Arithmétique (partie 2/3) : Congruences

« Géométrie dans l'espace (partie 2/2) : Produit scalaire dans l'espace, équations cartésiennes de plan et
produit vectoriel

o Calcul intégral
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de Fermat, application au chiffrement

 Probabilités (partie 3/3) : Probabilités continues et échantillonnage

e Révisions!!!



1 Arithmétique - Divisibilité (Manuel libre - Pearltrees)

rgExercice 1

Dire si la proposition suivante est vraie ou fausse :
Soient a, b, ¢ des entiers relatifs.

Proposition :sia|bet a|calorsa|b+c.

Solution de I’exercice 1

La proposition est vraie.
Démonstration :

Sia|balors 3k € Z, b = ka.
Sia|calors Ik € Z, c = K a.

Ainsi b+ ¢ = (k+ K)a avec k + k' € Z.
Donc a | b+ c.

4 Exercice 2
Dire si la proposition suivante est vraie ou fausse :
Soient a, b, ¢ des entiers relatifs.

Proposition :sia|bet a|calorsab]|c.

Solution de I’exercice 2
La proposition est fausse comme le montre le contre-

exemple suivant.
Prenons 6 | 12, alors 4 | 12 et pourtant 24 4 12.

gExercice 3

| Démontrer que, pour tout p, ¢ € Z, U'entier
18p — 33q est divisible par 3.

Solution de ’exercice 3
Soit p, q € Z.

18p — 33q = 3(6p — 11q)

avec 6p — 11q € Z, donc 18p — 33q est divisible par 3.

4 Exercice 4
Déterminer les entiers relatifs n tels que 7 divise
n+ 13.

Solution de I’exercice 4

Soit n € N tel que 7 divise n + 13. Il existe k € Z tel
que n+ 13 = Tk et donc n = Tk — 13.
Réciproquement, si n = 7k — 13 avec k € Z, alors :

n+13="7k—-13+13
=Tk

est divisible par 7.

Ainsi, 'ensemble des entiers relatifs n tels que 7 divise
n+ 13 est {7k — 13 : k € Z}.

Pour étre plus exhaustif, cet ensemble
{...;—20; —13; —6; 1; 8; 15; 22; ...}.

est

gExercice 5

| Déterminer les entiers relatifs n tels que 3n — 2
divise 17.

Solution de ’exercice 5
L’ensemble des diviseurs de 17 est

D7) = {—17; —1; 1; 17}

On a donc quatre cas :
5
. 3n—2:—17(:>3n:—54:)n:—§ (pas de
solution dans Z)
e« 3n—2=—1< 3n =1 (pas de solution dans Z)
e n—-2=13n=3&n=1
e 3n—2=17< 3n =19 (pas de solution dans Z)

Finalement, les seuls entiers n tels que 3n — 2 divise 17
sont —H et 1.

g Exercice 6

Démontrer que, pour tout n € Z, I'entier 8n + 6
n’est jamais divisible par 4.

Solution de I’exercice 6
Soit n € Z. Raisonnons par I’absurde et supposons que
8n + 6 est divisible par 4.

Il existe k € Z tel que 8n + 6 = 4k.

On a alors :

8n + 6 =4k
6 =4k —8n
6 = 4(k — 2n)

donc 4 divise 6 : c’est absurde.

Par conséquent, 8n + 6 n’est pas divisible par 4.

g Exercice 7

| Montrer par récurrence que, pour tout n € N,
13" — 2™ est un multiple de 11.




Solution de I’exercice 7

Montrons par récurrence que, pour tout n € N, 13" — 2"
est un multiple de 11, c¢’est-a-dire qu'’il existe k € 7Z tel
que 13" — 2" = 11k.

Initialisation

Pour n =10, on a :

13" — 2" =130 - 20
=1-1
=0

qui est un multiple de 11 car 0 = 11 x 0.

Hérédité

Soit n € N tel qu'il existe k € Z vérifiant 13" —2" = 11k.
On a alors :

13" — 2" =13 x 13" — 2 x 2"
Or 13" = 11k + 2" par hypothese de récurrence, donc :

137 —2nt =13 x (11k +2") — 2 x 2"
=13 x 11k +13 x 2" —2x 2"
=13 x 11k + 11 x 2"
=11 x (13k +2)
= 11k

avec k' = 13k + 2" € Z.
Conclusion
Pour tout n € N, 13" — 2™ est un multiple de 11.

g Exercice 8

Soit a et n deux entiers relatifs. Démontrer que, si
a divise 4n + 7 et a divise n — 3, alors a divise 19.

Solution de I’exercice 8

Comme a divise 4n + 7 et n — 3, a divise aussi toute
combinaison linéaire de ces deux entiers. En particulier,
a divise :

14n+7)—4n—3)=4n+7—4n+ 12
=19

(Conséquence : a € {—19; —1; 1; 19}.)

ngxercice 9

| Déterminer les entiers n € Z tels que 2n + 5 divise
n— 1.

Solution de ’exercice 9
Soit n € Z tel que 2n + 5 divise n — 1.
Alors 2n + 5 divise aussi

2n+5)—2(n—1)=2n+5—-2n+2=7

Or D(7) = {-7; —1;1; 7} donc il y a quatre cas a
traiter :

e 2n+5=-T&2n=—-12&n=—6
e Nn+d5=-1&2n=—-6&n=-3
e In+o5=12n=—-4&n=-2
e 2n+5=7T&2n=2&n=1
Ainsi, si 2n+5 divise n—1, alors n € {—6; —3; —2; 1}.
Réciproquement :
e pourn=—6,ona:2n+5=—-Tetn—1= -7
avec —7 divisant —7
e pourn=-3,ona:2n+5=—-letn—1=—4
avec —1 divisant —4
e pourn=—-2,ona:2n+5=1letn—-—1= -3
avec 1 divisant —3
e pourn=1,ona:2n+5=Tetn—1=0avec 7
divisant 0
donc sin € {—6; —3; —2; 1}, alors 2n+ 5 divise n — 1.
Finalement, les entiers n € Z tels que 2n+5 divise n—1
sont exactement —6, —3, —2 et 1.



2 Nombres complexes (Manuel libre - Pearltrees)

4 Exercice 10
Soit z € C. Montrer que

Im(iz) = Re(z) et que Re(iz) = —Im(z2).

Solution de ’exercice 10
Posons z = = + y.
On a alors :
iz =i(x +iy)
= —y+ix

Il vient immédiatement que :

Im(iz) = x = Re(2)
Re(iz) = —y = —Im(z)

g Exercice 11

| Déterminer les racines carrées complexes de —5 et

4 —+/30.

Solution de ’exercice 11
—5 < 0 donc les racines carrées complexes de —5 sont

iv5 et —i/5.

4 — /30 < 0 donc les racines carrées complexes de

4 — /30 sont i\/\/%—élet —iy/V/30 — 4.

g Exercice 12

| Calculer (1 +14)%.
En déduire (1 + )% et (1 +14)%.

Solution de ’exercice 12

(1+i)?=1+2i—1

=N
On a ainsi :
(14+14)°% = ((1+14)%)?3
= &3
= —8;
et

g Exercice 13

Déterminer la forme algébrique des nombres
complexes suivants.

21 =30 — (4 —1)
zy = —3(2+4i — (i +5))
23 = 3i% — 4i + 2(i — 3)

2 =314
25 = (=1 +1)(2 — 5)
zg = (4i — 3)?

Solution de 1’exercice 13

7 =—44+2
29 =9 —O
z3=—-9—21
2y =3+1
25 =34+ 711
26 = —17 — 241

'gExercice 14

Déterminer la forme algébrique des nombres
complexes suivants.

2 = (34 50)(2 — V/2i)
Zy=5—(2i —3)(1 —1)

23 = (—1+1)(2— 3i)(4 + 26)
zy = (2—30)°

V2 V2
Z5:<2+Z2

26 = (§i+7) (1 —1)

Solution de ’exercice 14

2 = (6+5v2) + (10 - 3v2) i

2y = —6 + 22
zg = —46 — 92
Z5:i
26 16
26 — — — —1
3 3



4 Exercice 15
Déterminer la forme algébrique des nombres
complexes suivants.
1+
£ = %
3+1
31+ 2
Lo =
2T A
1
Lo =
T i+3
7
=
4 i _ \/§
3 —V/2i
e =
ST 14
(2 —1)(3 + 57)
26 — -
21— 1

Solution de ’exercice 15

2 1.
Zl—g—i—gl
5 +14,
2=y
3 1
Z3 — — 7
10 10
1 2
“=37 3
3 4v2 12—+2
25 = [ — 4+ —
17 17 17
3 29
26 — - — —1
5 5

rﬁExercice 16

Déterminer la forme algébrique des nombres
complexes suivants.

)
21:27:4‘*,
1

<1+i)2
Z =
27 \2 4

Solution de ’exercice 16

21:—3i
z ——é—i—gi
27 925 ' 25

gExercice 17

| Déterminer les nombres réels x et y tels que :

(1+5i)z + (4 —3i)y =3 —i.

Solution de ’exercice 17

16

T = —ety= —

23 S 23

et de la partie imaginaire d’'un nombre complexe, on
obtient une équation pour z et une pour y).

(par unicité de la partie réelle

4 Exercice 18
| Déterminer les nombres réels x et y tels que :
(14 5i)x + (4 — 3i)y = 3xy.

Solution de ’exercice 18

23 23
x:ﬁetyzjoux:Oetyzo.

4 Exercice 19

Pour tout z € C, exprimer la partie réelle et la
partie imaginaire de 22 — 3¢ en fonction des parties
réelle et imaginaire de z.

Solution de I’exercice 19
Soit x et y des réels tels que z = x + iy, on a x = Re(z2)
et y = Im(2).

2? —3i = (v +iy)® — 3i
= 2?4 2wyi — y® — 3i
=22 —y* +i(2zy — 3)
Donc :
Re(z? — 3) = Re(2)* — Im(z)?
Im(z? — 3) = 2Re(2)Im(2) — 3

4 Exercice 20
Déterminer la forme algébrique du conjugué des
nombres suivants.

7nn=—-143
20 =3 —4i
z3 = 01
20 =1

25 = (44 2i)(7 — 2i)

Solution de ’exercice 20

Zi=—14+3=—-1—-3

Zn=3—41 =3+ 4

Z3 = bi = —bi

=1=7

Zs = (44 20)(7—2i) = (44 21) x (7 — 20)



4 Exercice 21

2 24

13 P T e

1. Vérifier que z; + 2o est un nombre réel.
Que peut-on en déduire pour les parties
imaginaires de z; et de 257

On considére z; =

2. Vérifier que z; — z5 est un nombre imaginaire
pur. Que peut-on en déduire pour les parties
réelles de z; et de 257

Solution de I'exercice 21
1. 21+20 =7Z1+25 = 21 + 21 = 29 + 21 car z1 et 2z, sont
conjugués 1'un de l'autre.

Donc z; + 2o est un nombre réel. Ainsi, les parties
imaginaires de z; et de z sont opposées.

2. —m =TT =2 —2=2—72 =—(x1 — 22)
donc z; — 29 est un imaginaire pur.

Re(z1 — z2) = Re(z1) — Re(z2) =0

Ainsi les parties réelles de z; et de zo sont égales.

'gExercice 22

Montrer que les nombres suivants sont soit réels
soit imaginaires purs.

a=2"—(2)

b=z2z
2 =2

c="2 +i avec z +Z # 0
zZ+z

Solution de ’exercice 22

a=22-22=22-(22=03@)>*-2=3)°’-22=—a
donc a est un imaginaire pur.
b=72%Z =% x z=0b donc b est un nombre réel.
o <z2—|—22 2422
N\ z+z ) z4+2z ¢
Donc ¢ est un nombre réel.

r:gExercice 23

Résoudre dans C les équations suivantes.
1.42—1=3%

-4z —142i=32—-2

2 — 22 = (1—-2)(3+2)

—34+iz=(24+1)(z—1)

—2iz+3=34+2z—4

z z
3= -3
i+1+ 1—1

IR

Solution de I’exercice 23
1. §= {le + iz} (on a « isolé » z).
2. 5= {1 + 22’} (on a « isolé » z).
77
3. 5= {; z} (on a simplifié par —z? puis « isolé
» Z).

1 1
4. S = {— 5 } (on a simplifié par iz puis

2"
« isolé » z).
11 13
> S_{5 +5}
6. S={-6}

4 Exercice 24
Résoudre les systeémes suivants avec z et z’ comme

inconnues.
| 242 =3+4
=2 =1-5i

9 3z+52 =12+
-2 =—24+3i

22 = 3i
3 {z—l—z 1

z—2 =1

4 22 — 32 =1+51
lz+i2 =3+2i

Solution de I’exercice 24
1. On procéde comme dans R? par combinaisons
linéaires :

1 9
z:2—§i;z':1+7i

2
2.
z:4+2i,z’—i—@
3.
8 ;- 8
2—5 1, 2 = 5+ 7
4.

2=2+1;2 =1—1

4 Exercice 25
Résoudre les équations suivantes.

l.245—-1=324+2—->

2. 3Z4+4z=2—-51
3. 2Z2=2+2

4. 22+ 2z =1

5. 3z+iz=4—1
6.

2Z =2z +1




Solution de I’exercice 25

On pose z = z + iy. On reporte dans 1’équation, puis
on identifie parties réelles et parties imaginaires. Voici
les résultats :

1.5= {

2. On a, pour tout z € C,

S

3Z4+4z=2-5i<3(z+2) — i
S z+Z %

z+zZ=—=i

3

Or z + Z est un nombre réel donc I’équation proposée
n’a pas de solution.
3. On pose z = = + iy, avec = et y réels.

=428+ =a+iy + 2
Sl —r—2+1y —iy=0
srt—z-2+yY*=0ety=0
srP—r—2=0ety=0

Sx=—-lety=0)ou(z=2ety=0)

{ 1 V3 1 ‘\/\/ﬁ}
4. S =4 — +1 ) — —1
2/v/3 2 2/v/3 2

6.52{_\@” 1. V3+2 1.}

Donc : S ={-1; 2}

— =i -
2 2 2 2
gExercice 26
Préciser ’ensemble de validité de chacune des
équations suivante, puis la résoudre.
3
1 4 22 9y
z+1 z—1
z—1
2. =3
iz+2 "
z
3. =—1+1
z— 21 +
PR
z—1

Solution de I’exercice 26
1. L’équation est définie si iz +1 # 0 et si 2z — i # 0.

1
z+1=0&z2=——z=lctz—i#0& 2=1

i
Ainsi, 'ensemble de validité de cette équation est C\ {i}.
Pour tout z € C\ {i},

z n 3z ( ) Z n 3z
= —(—1
iz+1  z—i (=)(iz+1) z—i
z 12 3z
= -+ -+ :
zZ—1 Z—1 Z2—1
_ 2(341)
2=

Donc S = {1 — 2i}.

2. [’équation est définie si iz 4+ 2 # 0.
2
124+2=0&2=—%2=2

i
Ainsi, I'ensemble de validité de cette équation est

C\ {20},
Pour tout z € C\ {2i},

& z—1=3i(iz + 2)
S z—1=-324+061

- 1 N 3.
2=+ 50
1
Ainsi, S = {4 + 22}
3. L’ensemble de validité de cette équation est C\ {2i}.
2 6
(2
575
4.7 —1 =0« zZ =i & z = —i Ainsi, 'ensemble de

validité de cette équation est C\ {—i}.
Pour tout z € C\ {—i},

Z+Z:1+i<:>Z+Z:(1+i)(z—z)
z—1
S —iz=-2i+1
SZ=24+1
Sz2=2—1

Ainsi S = {2 —i}.

4 Exercice 27
1. Montrer que, pour tout z € C,

24— 102% + 3822 — 902+ 261 =0
& (22 4+9)(z2 - 102 +29) =0

2. En utilisant la question précédente, résoudre
I’équation

24 —102% + 3822 — 90z + 261 = 0 dans C

Solution de ’exercice 27
1. On développe : (22 + 9)(2% — 10z + 29).
2.8 ={3i; —3i;5—2i; 5+ 2i}.

g Exercice 28

On considere I'équation (E) :
22° 492 + 72412 =0
1. Montrer que, pour tout z € C,

28 4+ 922 + 72+ 12= (2 +4)(222 + 2+ 3)

2. En déduire I'ensemble des solutions de (E).




Solution de ’exercice 28
1. Pour tout z € C,

(z+4)222 +2+3) =222+ 22+ 32+ 822 + 42 + 12
=223 492 + 72+ 12

1
2.5 ={—4; —-
{ 44

4 Exercice 29
Résoudre dans C les équations suivantes.

1

1. —+4z=0
z
z—3

2. =
z—2 :

Solution de ’exercice 29

1 1

3 V3.3, V3
25—{2—2172+22}

gExercice 30
Préciser I'ensemble de définition des équations
suivantes, puis les résoudre.
z 3z
1. - + - =241
z+1 z—1
z—1
2. =3
iz+2
z
3. -=—141
z— 21
g 200 gy
z—1

Solution de I’exercice 30

1. L’équation est définie pour tout z € C tel que

iz+1#0et z—1i#0.

. . 1 ,

Soit 2z € C,iz+1 =0« 2= — & 2z =1 c¢t
i

z—1=0&2z=1.

Donc I'équation est définie sur C \ {i}.

Pour tout z € C\ {i},

z n 3z ( ) z 3z
J— = —(—1
iz+1  z—1 (=i)(iz+1) z—1
12 3z
= -+ +
Z2—1 Z2—1 Z—1
_ 2(341)
2=
Donc
3 3+
A CON PG G k) SP S
z+1  z—1 Z—1
S 2(3+1i)=(2+1)(z —1)
Sz=1—-—2

Donc S = {1 — 2i}
2. L’équation est définie pour tout z € C tel que
iz 42 #0.

2
Soit z€C,iz42=02=—- < z=2i.

i
Donc I'équation est définie sur C\ {2i}.
Pour tout z € C\ {2i},

iz+2_3“:>z_1 = 3i(iz + 2)
Sz—1=-32+06
1 3
@z—z%—iz
1 3.
5=1{3+5)
3. L’éqzuatié)n est définie sur C \ {2i}.

s=1{5+zi)
4. L’équation est définie pour tout z € C tel que
z2—17#0.5it 2€ C.Onaz—i=0& 2z =1.
Donc I'équation est définie sur C\ {—i}.
Pour tout z € C\ {—i},
zZ4+1

4o zti=(1+1i)(z—1)
zZ—1

& —iz=—-21+1

SZ=241

Sz=2—1
Donc, S = {2 —i}.

gExercice 31

| Déterminer les racines carrées dans C de —16+30:.

Solution de ’exercice 31
Posons z = —16 + 30¢. Le but de 'exercice est de
déterminer les couples (z,y) € R x R tels que
(z +1y)* = a +ib. 1l vient
2?4+ 2izy — y* = (2% — 9?) + i x (2zy)

On identifie les coefficients aux valeurs entre parentheses,
et on obtient le systeme :

—16 = 22 — 42

30 = 2zxy
On peut rajouter une troisieme équation a ce systeme
(cf le cours). D’ou le systeme

—16=2?—y* (1
M=z"+y* (2
30 = 2zy (3

N — — ~—

(1) + (2) donne 22% =18, i.e. 22 =9

(1) — (2) donne 2y* = 50, i.e. y* = 25

(3) nous permet d’affirmer que xy = 15, i.e. que
x et y sont de méme signe.

Ainsi on a deux couples (x,y) qui conviennent :

(3,5) et (—3,—5)

On en conclut que les racines carrées de z = —16 + 301
sont z1 =3+btet zo=—-3—05¢



3 Suites (Lycée Henri IV)

II Suites

Dans chacun des cas ci-dessous, (u,)nen est une suite arith-
métique de raison r.

n
On pose pour toutn € N, S, = Z Uk
k=0

3 7
1) Sachant que ug = 3 etr = & calculer uy1g et usgg.
2) Sachant que ug = 2 et u; = 5, calculer us et us.
3) Sachant que us = 7 et u1g = —3, calculer ug et u;.
139
4) Sachant que u15 = 3 et ugy = = calculer ug et Syg.

5) Sachant que ug = —7. Déterminer 7 ainsi que l'entier na-
turel p de telle sorte que I'on ait u, = 83 et 5,1 = 2691.

.
Soit (uy, )nen une suite géométrique de raison gq.
n
On pose, pour tout n € N, S, = Z Uk
. k=0
1) Sachant que g = 3 et que ug = 7, calculer uy, ug, us.

2) Sachant que ug = 12 et ug = 3, calculer u; et us.

3
3) Sachant que ug = -3 déterminer ¢ ainsi que l’entier na-
—765
turel p de telle sorte que 'on ait u, = —48 et S, = —5

Soit (4, )nen une suite arithmétique de raison 7.

On pose : v,, = e, pourn € N.

Montrer que la suite (v,,)nen est géométrique et préciser sa

raison.

i

Soit la suite (u,,) définie par uy = 1 et pour tout n entier na-

turel : up41 = %un + 2.

1) Calculer uy, us, us.

2) Soit a un réel et (v,,) la suite définie par v,, = u,, + a pour
tout n entier naturel. Déterminer la valeur de a pour que
la suite (v, ) soit géométrique. Donner alors ses éléments
caractéristiques.

3) Dans la suite de 'exercice, on pose v, = u, — 5. Donner
Pexpression de v,, en fonction de n.

4) En déduire I'expression de u,, en fonction de n.

5) Déterminer la limite de la suite (u,,).

6) Pour tout n entier naturel, on pose S;, = ug+uy + ... + U,
etT, =vo+vi+..+v,

Quelle est 'expression de T3, en fonction de n?

7) Déterminer la limite de la suite (77,).

8) Déterminer 'expression de S, en fonction de n et la limite
de la suite (S,).

Soit (4n)n>1 et (vn)n>1 deux suites réelles définies par :
ur =12etv; =1
Uy, + 20y, Uy + 3Un
3 4

1) Pour tout entier naturel non nul n, on pose Wy, = Up — Up,.

Vn € N* upy1 = et vpt1 =

a) Démontrer que la suite (w;,),>1 ainsi définie est une
suite géométrique puis exprimer w,, en fonction de n.

b) En déduire que (wy,)n>1 est convergente puis détermi-
ner sa limite.

18— Terminale

2) Pour tout entier naturel non nul n, on pose x,, = 8v,,+3uy,.
Démontrer que (2, ),>1 est constante.

3) En déduire les expressions respectives de u,, et v,, en fonc-
tion de n.

4) Montrer que (Up)n>1 et (Un)n>1 convergent vers une
méme limite que on explicitera.

Ex 23 N

(uy,) est la suite de nombres réels strictement positifs définie
par up = 2 et pour tout nombre n € N,

Uy,
Up +1°

Up+1 =

. o 1
(vp,) est la suite définie sur N par v, = —.
n
1) Démontrer, par récurrence, que tous les termes de la suite

(uy,) sont strictement positifs.
Expliquer alors pourquoi les termes v,, sont définis pour
tout n.
2) Calculer uy, ug, ug, wgq puis vy, va, Vs, V4.
3) Démontrer que (v,,) est une suite arithmétique.
4) Pour tout nombre n € N. exprimer :
a) v, en fonction de n;
b) u,, en fonction de n.

bk
On considére la suite (u,,) définie par up = 1 et pour tout en-
. Up + 8

tier naturel n, up41 = ———.

2up +1

1) Calculer u1, ug, us.

2) Représenter graphiquement les premiers termes de la suite.
(on utilisera la méthode de représentation graphique des
suites définies par une formule de récurrence). Quelle
conjecture peut-on faire ?

3) Montrer que pour tout entier naturel n, u,, > 0.

4) Soit la suite (v,,) définie pour tout entier naturel n, par

Up — 2

Uy +2°
Montrer que (vy,) est une suite géométrique et donner son
premier terme et sa raison.

5) En déduire I’expression de v,, en fonction de n.

6) Prouver que, pour toutn € N, v,, — 1 # 0.

Up =

7) Exprimer pour tout n € N, u,, en fonction de v,,.
8) En déduire 'expression de u,, en fonction de n et sa limite
éventuelle.

Ex 25 [

On considére la suite de nombres réels (u,,) définie sur N par :

1
U():—l,ul:§

et, pour toutn € N,

1
Un+2 = Unp41 — Zun

1) Calculer us et en déduire que la suite (u,,) n’est ni arith-
métique ni géométrique.
2) On définit la suite (v,,) en posant, pour tout entier naturel
1

n: VUp = Up41 — §un
a) Calculer vy.
b) Exprimer v,,11 en fonction de v,,.

¢) En déduire que la suite (v,,) est géométrique de raison

5.
d) Exprimer v,, en fonction de n.
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3) On définit la suite (w,,) en posant, pour tout n € N :
Wy = —.
Un
a) Calculer wy.
b) En utilisant I’égalité u,4+1 = v, + §un exprimer w41
en fonction de u,, et de v,,.

c) En déduire que pour tout n de N, w1 = w, + 2.
d) Exprimer w,, en fonction de n.

. _ _2n—1
4) Montrer que pour tout entier naturel n: w, = o
5) Pour tout entier naturel n, on pose :
n
Sn:Zuk =ug+ur + -+ Up.
k=0
i 2n + 3
Démontrer que pour toutn € N, S, =2 — on

6) Démontrer que pour tout n € N,

5 2n+ 3 3
- <2-— <2-—.
1,5n on on

2

En déduire la limite de la suite (.S,,).

| Ex 26 I

Soit @ un nombre réel tel que —1 < a < 0.
On consideére la suite u définie par uy = a, et pour tout entier
naturel n,

Upt+1 = ui =+ Up.
1) Etudier la monotonie de la suite w.
2) a) Soit h la fonction définie sur R par h(z) =
Etudier le sens de variation de la fonction h.
En déduire que pour tout z €] — 1;0[, h(x) €] — 1;0].
b) Démontrer que pour toutn € N, =1 < u,, < 0.

3) Etudier la convergence de la suite u. Déterminer, si elle
existe, sa limite.

La suite (u,,) est définie sur N* par: u,, = v/n + 1 — y/n.

x2+x.

18— Terminale

1) a) Démontrer que, pour tout n € N*,
1 cu < 1
P N un X 5
2v/n+1 2y/n

b) Quelle est la limite de (uy,)?

Uy tug+---+up
vn '

2) La suite (v,,) est définie par v,, =

Quelle est la limite de (vy,)?

Ex 25 8

Soient deux suites de nombres réels (d,,) et (a,,) définies par
do = 300; ap = 450 et, pour tout n € N :

dniy = Ld, +100
an4+1 = %dn + %an + 70

1) Calculer dy, do, a1 et as.

2) Pour tout n € N, on pose ¢,, = d,, — 200.
Démontrer que la suite (c,,) est géométrique de raison 1.

3) Démontrer que pour toutn € N:

\" \"

4) a) Montrer que pour tout entier n supérieur ou égal a 3,
ona:
2n% > (n+1)%

b) Démontrer par récurrence que pour tout entier n supé-
rieur ou égala4,ona:

2" > n?,

¢) En déduire que pour tout entier n supérieur ou égal a 4,

0 < 100n (l> < @
2 n

5) Etudier la convergence de la suite (a,,).
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II  Suites

14
1) U10:U0+10T=%etu20:u0+207n: 9

5

2) r=wu; —up =3doncus =u;+r=8etus =ug+5r =
17.

3) 5r = —10doncr = —2. Ainsi ug = 17 et uy = 15;

1 2
4) 3:u0+15ret% = ug + 80r donc r = getu0:—7.
139
+(=7)

On a donc Sgg = 81% = 1593.

5) ug + pr = 83 et ug = —7 donc pr = 90.
De plus, Sp,—1 = pM = 2691.
—1
Soit prot ot =D o460,

2
Soit —7p + 45p — 45 = 2691 < 38p = 2736 donc p = 72
5

etr = —.
4

1 7 7 ; 7
U = -, uz = — etug = —.
e R Y
1
2) ¢ =-.
) =
Soit ¢ = L I! =6 et —3 it q = L I!
oitq = o, alorsup = 6etus = ¢, soit g = —, alors
u1:—6etU5:—§.
3
3) Onau, = up X ¢ donc —48 = —3 X ¢P soit gP =
48 x 8
= 128.
3 +1
, 1—gqgP . —T765
D’autre part, on a S, = uOTq soit 5 =
31—gPt! 1—128
-3 1q et donc 255 = 1 qcequidonne127q—
- —q

q
254 =0soitq=2.0Onaenfinp =7.

Onaunpii = Up +7 < Upy1 =e¥ntt =¢e¥ xe" = (e") v,
+ +

donc (vy,) est géométrique de raison e”.

13 89 517
1) ur = 3, u2 = 35, U3 = i35

5
2) Soit a un réel et (v,,) la suite définie par v,, = u,, + a pour
tout n entier naturel.
Unt+1 = Un+1 + @
Vpt1 = Sup +2+a
Unt1 = 2(un +a) — %a+2+a
Un41 = 5Un + %a-i- 2
(vn) est géométrique < 24 +2 = 0 & a = —50n
a alors pour tout n entier naturel , v,41 = %vn donc
(vn,) est géométrique de raison 3/5 et de premier terme
Vo = Uy — 5=—4

3) D’aprés les résultats sur les suites géométriques v, =
—4(3)"
4) Comme v, = U, —Honau, = —4 (%)n + 5.

18— Terminale

3 n
5) Comme 0 < % <1l,ona lim <—> =0.
n—+oo \ H

lim u, =5.
n—-+oo

6) T, estlasomme des n+ 1 premiers termes d’une suite géo-
métrique. D’apres les résultats du cours comme % # 1on
T — 4(17(%)71“) — 4x5(1 3\n+l
a: Ty =4 gy =—4x5(1-(§)
Donc T, = —10(1 — (%)M—l)

Ainsi

3 n
7) Comme lim <—) =0,ona lim T, = —10.
n—+oo \ H n—+o0o
8) Comme u,, = v, + 5 pour tout entier naturel n, S,, =
T, +5(n+1)carilyan + 1 termes.
Donc S, = —10 (1 - (%)n+1> + 5(n + 1). Comme
lim 7, = —10et lim 5(n + 1) = 400, donc par
n—-+oo n—+oo
somme lim S, = +o00
n—-4oo

1) a) Pour tout entier naturel non nul n,

Up + 33Uy Up + 20,
Wn4+1 = Un41 — Up41 = 4 - 3

VUp — Unp 1

TR T

1
Donc (wy, )n>1 est une suite géométrique de raison -
et de premier terme w; = v; —u; = —11.
1

n—1
Donc pour tout n > 1, w, = —11 (E) )

b) Comme

1
—‘<1ona lim w, =0.
12 n—+0o

2) Pour tout entier naturel non nul n,

Uy + 3V Up + 20,
8 3 =
4 + 3

Tnt+l = 8’Un+1 + 3un+1 =
3u, + 8v, = x,.
Donc (2, )n>1 est constante et 1 = 8 + 36 = 44.
3) Pourtoutn > 1,0na
Uy = iwn +4
— 1%

un:—ﬁwn—i—zl

—Up — Wp

Un
8vy, +3u, = 44

On en déduit

1 n—1 1 n—1

4) (un)n>1 et (vp)n>1 convergent vers 4.

1) Soit la propriété Z(n) : u, > 0.
Démontrons cette propriété par récurrence :

« Initialisation : on a ug = 2 > 0 donc Z?(0) est vraie.
« Hérédité : Soit n € N et supposons Z(n) vraie.

Alors up41 = u:— 1 > 0 car u,, > 0 d’apres ’hypo-
U

thése de récurrence et up +1 > 1> 0d’apres la méme

hypothese.

P(n + 1) est donc vraie.
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Donc pour tout n € N, u,, > 0.

1
Puisque u,, > 0, v, = — est défini puisqu’on calcule I'in-
U

verse d’un nombre non r;lul.
2 2
Uo 2 U1 3 3
2) Ona:u; = = —: Uy = = - 3 —
) "Tug+l 37 T w1l 241 3
2 2 2 2 2
—su3 = ===getus =~
AT A
3 5 7 9
ors : U1 5 (%) 5 U3 2 V4 B
3) Montrons que (v,,) est arithmétique :
1 Uy + 1
pour toutn € N, v,,41 = =—= =
Up+1 Unil Up
U, 1 1
—+—=14— =14v, =v,+1doncv,+; = v, +1.
u’ﬂ n un

(vp,) est donc arithmétique, de raison r = 1.

4) a) Puisque (v, ) est arithmétique de raison r = 1,
1 1 1
v, =09+ 1Xxnavecvy= — ==douv, ==+n
Uo 2 2
_2n+1
==
1 1
b) v, = — & wu, = — donc, pour toutn € N:
un n
_ 2
" 2n 41

On peut vérifier que 'on retrouve bien les premiers termes
calculés a la premiére question.

1) UL =3, Uy = 67

29
2) On obtient le graphique :

11 _
=, U3 =

On peut conjecturer que la suite converge vers 2.
3) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n,
Uy = 0.
Initialisation : ug = 1
Hérédité : Soit k € N, on suppose que uy > 0 (HR)
Onaup+8>0et2up+1>0
Donc ugt1 = 22’“:5 >0
On a montré par récurrence que pour tout n € N, u,, > 0.

4) Soit la suite (v,,) définie pour tout entier naturel n, par
— upn—2
Up = 55
v _ Un41—2 _ un+8-2(2un+1) 2up+1 _
ntl = w2 2un+1 Up+8+2(2un+1)

Up+8—4u, —2
Up +8+4uy,+2
v _ —3up,+6 _ —3(un—2)
n+l = Bu,+10

_3
S(unt2) — 5Yn

18— Terminale

18

Donc (v,,) est une suite géométrique de raison —% et de
premier terme vy = 12 1

2 — 3
5) On apour toutn € N, v,, = —% (—%)n
n—1

6) vy # 1 et pour toutn > 0, v, = (_35)n . Comme 3 et 5
sont premiers entre eux cette fraction est irréductible donc
vp, # 1. Ainsi pour tout n € N, v,, — 1 # 0. On peut

1
également remarquer que |v,| < 3 < 1 ce qui permet de
conclure également.

7) Pour toutn € N, v, = Z"—;g S (Un +2)v, = up — 2
et u, # —2 (toujours vrai car u,, > 0) < uyv, + 2v, =
Uy — 2
S UpUpy — Uy = —20, — 2
S up (v, — 1) = =2 (v, + 1)
@un:%carvn—l#o

2(=3\"_9
8) Onadonc u, = il 5,)

-1 < 22 < 1donc Er+n (%3)" = 0. On en déduit que

lim w, = 2.
n—-+4oo

On considére la suite de nombres réels (u,,) définie sur N par :

1
ug = —1, u; = 3 et, pour toutn € N, U490 = Upy1 — Zun
1 1 1 3
1) D’aprés la définition, us = u; — —ug = = + — = —.
) p 2 1= W =57T7=7
e Sila suite était géométrique, d’apres les deux premiers
. . L U % 1
termes la raison serait égalea — = = = ——;
() -1 2
1 -1
or,u; X | —= | = — # ua.
1 2) 1 # U
e Si la suite était arithmétique, d’apres les deux premiers
3
termes la raison serait égale a u; — up = 5 (-1) = 3
3 4
or,u; + - = = = 2 # us.
1+t5=3 # u2

Conclusion : la suite (u,,) n’est ni arithmétique ni géomé-
trique.

1
2) Pourn € N, v, = up41 — Eun

1 11
a) vo=uy —ZuUo =5 — 5 X (—1) =1
b) Pour toutn € N,
_ 1 _ 1 1 _
Un+1 = Un42 — 5Up+1 = (Un—i-l - Zun) — 3Up+1 =
1 1, _1 1 _ 1
SlUn41 — zUn = 3 (Un+1 - §Un) = 5Un.
1 - .
¢) Pourtoutn € Nyv, 41 = Evn signifie que la suite (v, )
est une suite géométrique de premier terme vy = 1 et
de raison ¢ = 5

d) Par conséquent, on a

N B n_ (1 " 1
pour toutn € N, v, =vg X q" = 5 —2—n.
Un,
3) Pourtoutn e N:  w, = —.
Un
U -1
a) wo= — = — = —1.
(%) 1
b) Pourtoutn € N,ona:
Un41 Un + %un 2(vn + %un)
’u)n+1 = = 1 = =
Un—‘,—l 51}" Un
20p + Up, _o Un
Un Un
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c¢) Par définition, pour tout n € N, Z—n = Wy, donc I'éga-
lité ci-dessus s’écrit : wy41 = 2 +T’ZUn.

d) Pour tout n € N,wpy1 = 2 + w, signifie que la
suite (wy,) est une suite arithmétique de premier terme
wo = —1 et de raison r = 2.

Par conséquent ,

pour toutn € N, w, =wp+n xr =—-1+42n.

4) Pour toutn € N, on a trouvé que w,, = 2n — 1.
> Unp Unp
D’autre part, w, = — =

n 2n

=2" X uy.

-1
(car 2™ # 0

n
Donc 2n — 1 = 2" X u,, soit u,, = on

quel que soit n € N).

5) Démontrons par récurrence que pour toutn € N :

2n+ 3
on

—let2—

Sp=2-—

e Initialisation : Sy = ug =
2-3=-1

La formule est vraie au rang n = 0.

o Hérédité : Soit k € N, on suppose que

2x0+3 __
20 -

k

Sk = ui=ug+us+--
=0

tup=2-—

Alors, = Sk + Ugt1
2k +3 2(k+1)—1
o= ok 9k+1

—2(2k+3)+2k+1

Sk+1

(HR)

Tok+1
2(k+1)+3
=2 e
La formule est héréditaire.
e Conclusion : On a donc démontré par récurrence que
2n+3
2n

« Montrons que pour toutn € N, 2 —

pour toutn € N: S, =2 —

2n1—3 <2 2?;.
2n+3 > 3

—, et par
27), 277,
2n+3 9 3

6)

Pour toutn € N,2n+3 > 3,d’ou

"3 3 Enfing
o o

« Montrons que

suite —

5 <2_2n+3.

toutn e N, 2-—
pour tout 175n

Or, pour tout n € N,
5 <2 2n+3 5
1,57 2n

2 —

Démontrons par récurrence que

A" 2n+3
pourtoutnéN:(—) > nt .

=

3 5
o 0 . )
— Initialisation : (4) =1let %ﬂ - %

. 3
3 ,01'12 5
ii>1).

4\l _ 4 2x143
((5) B 3
L’inégalité est vraie au rang n = 0 (et au rang n = 1).
— Hérédité : Soit k € N, k > 2, on suppose que

=1; or

19

18— Terminale

k
4 2k + 3
) o> . (HR).
(3) 2wy
Al 4 k+1 4 4
T = = = =
o\ 3 3~ 3
4
. kl—;12/6k1—215(cark>2)
A 2645 2k+1)+3
3 - 5 5

L’inégalité est héréditaire.
Conclusion : On a donc démontré par récurrence
que pour tout n € N,

A\ 2n+3 5 2n + 3
-] > ie 2 — <2-— .
<3) 5 ¢ 15 on
e Comme 1,5 > 1 alors hm 1,5" = +4oo dou
’I’L*} o0
5
2 — = 2.
n—+o00 1,5
e Comme?2 > 1lalors lim 2" = +o0
n—-+oo
s 1 3
dou lim 2— — =2.
n——+oo on

Alors, d’apres le théoréme d’encadrement,

1) Upi1 — Uy = u?

lim S, =2
n—-+oo

> 0 : la suite est donc croissante.

2) a) h( ) = 22 + x; h est dérivable et ' (x) = 22 + 1.
Sur |—o00; —% [, A/ (x) < 0 = h est décroissante;

Sur |— 2,—1—00[ R'(xz) > 0 = h est croissante.

(——) = 0. La fonction admet en ce point un extre-
mum qui est un minimum h (—5) = i — % = —%.
Sur ] —1; ——[ la fonction decr01t de 0 a —% et sur
]— é ;0 [ la fonction croit de — 3 a 0.
Conclusion :

siz €] —1;0], alors —1 < —% < h(z) < 0.
b) Par récurrence :
o Initialisation —1 < a = ug < 0.
« Hérédité : supposons que pour 'entier naturel k,
—1 <wug <O0.
D’apreés la question précédente :
siug € |—1; 0[, alors ug4+1 = h (uy) appartient elle
aussi a cet intervalle

Conclusion : on a montré par récurrence que pour tout
naturel n, —1 < u, < 0.
3) La suite u est croissante et majorée par O : elle est donc
convergente et sa limite ¢ est telle que £ < 0
Or la fonction h, dérivable est continue : la relation u,, 41 =

u% + u,, donne a la limite
0=0P4) — P=0 < (=0.

Conclusion: lim wu, =0.
+

n—-+0o0

D ) = ViF1- V0

[Vn+ f] [Vn+1+ ]
W+f

(n+1)-—n

\/ﬁ+\/n+1 \/ﬁ—i-\/n—i-l’

car (a — b)(a + b) = a® — b2,

Pour tout n, n < n+ 1 donc /n < v/n + 1 (croissance
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de la fonction x — /).

On en déduit :
Vnt+yn<yn+vn+1<vn+1++/n+1,cest
a-dire 2/n < /n++vn+1<2v/n+1.

En appliquant la fonction inverse qui est décroissante
sur ]0; +oo|, on en déduit :

« Supposons qu’il existe un entier naturel n pour lequel
Py, est vraie.
On a alors :

1 1

1 1\"
5 <100>< <2) —|—200) +
1 1\" 1\"
> (100n>< <2> + 110 (2) +340> + 70
1 n+1 1 n+1
100 | = + 100+ 100n | = +
(3) (3)
1 n+1
110 (E) + 170+ 70

1 n+1 1 n+1
=100(§) (n+1)+110<§) + 340

On en déduit que P, 41 est vraie.

Ap+1

1 1
— <u, < ——
o/ntl S o/m

1 1
1. -~ = 1' e =
b) n_gr_loo (2\/m> 0et n_lffoo (2\/ﬁ> 0, donc,
d’apres le théoréme des gendarmes, lir+n Uy = 0.
n—-—+0o

2) Pour tout n, u1 +ug + -+ - + uy
=[V2-Vi]+[V3-v2] +--
+[vVrn—vn—=1]+[Vn+1-yn] =vn+1-1,apres

simplification.

On en déduit que, pour tout n > 0,

" _\/n—i—l—l

onan VT 101 _ [n I 1 « On conclut par le principe de récurrence.
n Jn Jn " Jn 4) a) Pourtoutn € Navecn > 3,ona
T
ntl = M = 1/1-1-1 donc 2n2—(n+1)2:2n2—n2—2n—1
" " " =n?—2n-1
lim nt =1car lim (1 + l) =1. 2
n—+oo n n—+oo n = (n - 1) -2

|
e

lim L
n—-+oo \/ﬁ

On en déduit : lim,, 1 oo v, = 1

£x 28 &

Maisn > 3doncn —1 > 2et (n — 1)? > 4, donc
(n+1)2 —2 > 2 > 0 ce qui permet de conclure.

Démontrons par récurrence sur n > 4 la proposition
Q,:«2" = n?».

1) di = 250 a; = 445 ds = 225 as = SZE « Initialisation : pour n = 4,0on a 24 =16 et4? =16
2) Pour tout 1 € N, donc Qg est vraie.
« Hérédité : On suppose que Q,, est vraie, pour un en-
tier n > 4.
Cnt1 = dp+1 — 200 On a donc 2" > n? ce qui entraine, en multipliant
1 ar 2, que 271 > 2n2.
— Zd, + 100 — 200 pat = AU z .
2 Mais, puisque n > 4, on a n > 3 donc, d’aprés
1 la question précédente, 2n? > (n + 1)2. On peut
= §d" — 100 combiner les inégalités de méme sens et donc on a
1 (s, — 200) 27t > (n 4+ 1)%2 et Q,, 11 est vraie.
TN « Conclusion: ...
_ lc c) Soitn € N tel que n > 4. D’aprés la question précé-
2" dente, on a 2" > n? > 0 donc, en passant a l'inverse,

On en déduit que (c,,) est une suite géométrique de raison
1

" _1
0< (§> < —. En multiplaint par 100 qui est po-
n

100
o

1

2 n
3) Pour toutn € N, ona: sitif, on a bien 0 < 100n <§> <

1 n 1 n
¢ = 100 x 3 et d, = 100 x 2 =+ 200.
Démontrons par récurrence que la propostion Py, :

1\" 1\"
«a, = 100n (5) + 110 <§> + 340 » est vraie pour

. 00 Lo
5) Comme d’autre part lim —— = 0, on en déduit par en-
n—4+oco N

1 n
cadrement que lim 100n <—> =0.
n—-+oo 2

tout n € N.

« Initialisation : pour n = 0:

1 n
De plus lim 110 <—> = 0 (suite géométrique de rai-
n—-+oo 2

0 0 1
1 1 son 3).
100 x 0 (5) + 110 <§> + 340 = 450 = ag donc Par somme, la suite (a,) est convergente, de limite
Py est vraie. nglfoo an = 340.

JIYCEE’

HENRI-TV
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4 Matrices (Manuel libre - Pearltrees)

gExercice 32

Dire si la proposition suivante est vraie ou fausse.

n est un entier naturel.
Proposition : si dn > 2, A" =0, alors A = 0.

Solution de ’exercice 32

Cette proposition est fausse. On considere le contre-

exemple suivant :

e

On a A% =0.

5. On a donc DC = AC + BC, c’est-a-dire
(A+ B)C = AC + BC

qui illustre la distributivité a droite.

:g Exercice 34

rgExercice 33

1 0
C— (_2 1).
effectuer ces produits.

2. Calculer AC + BC.
3. Calculer D = A+ B.

effectuer ce produit.
5. Comparer DC' avec AC' + BC.

Soit les matrices A = (1 _2>, B = (2 1) et

Soit les matrices A = <1 5), B = <0 1) et

2 4 7 2
1 1
(1Y)

1. Justifier que I'on peut calculer AB et AC' et
effectuer ces produits.

2. Calculer AB + AC.
3. Calculer D =B+ C.

4. Justifier que l'on peut calculer AD et
effectuer ce produit.

5. Comparer AD avec AB + AC.

1. Justifier que 'on peut calculer AC' et BC' et

4. Justifier que l'on peut calculer DC et

Solution de ’exercice 33

1. A a deux colonnes et C' a deux lignes, donc on

peut calculer AC.

5 =2
a7 7

B a deux colonnes et C' a deux lignes, donc on

peut calculer BC.
0 1
so= (", )

5 —1
AC+BC—<0 3>

3 —1
pain- (2 )

4. D a deux colonnes et C' a deux lignes, donc on

peut calculer DC.

3 —1
e=(3 )

Solution de ’exercice 34

1. A a deux colonnes et B a deux lignes, donc on
peut calculer AB.

35 11
AB = (28 10)

A a deux colonnes et C' a deux lignes, donc on
peut calculer AC.

—4 11
AC = (-2 10)

N

31 22
w5ac- (3 2)

1 2
posio-(l?)

4. A a deux colonnes et D a deux lignes, donc on

peut calculer AD.

31 22
AD = (26 20)

5. On a donc AD = AB + AC, c’est-a-dire

A(B+C) = AB + AC

qui illustre la distributivité a gauche.



rgExercice 35

) ) 2 —1 2 1
Soit les matrices A = (1 5 ) et B = (0 1).

1. Calculer AB et BA. Ces deux produits sont-ils
égaux ?

2. Calculer A% et B2
3. Premiére identité remarquable

(a) Calculer C' = A+ B puis C?.

(b) Calculer A% + 2AB + B2

(c) A-t-on (A + B)?> = A? 4+ 2AB + B??
4. Deuxieme identité remarquable

(a) Calculer D = A — B puis D%

(b) Calculer A2 —2AB + B

(c) A-t-on (A — B)> = A? —2AB + B*?
5. Troisieme identité remarquable

(a) Calculer DC.

(b) Calculer A% — B2

(c) At-on A2 — B*=(A—-B)(A+ B)?

Solution de ’exercice 35

4 1 5 0
AB—<2 3> et BA—(1 2) donc AB # BA.

s (3 —4 s (4 3
A—<4getB—01.

3. Premieére identité remarquable

(a)
C (‘11 g) ot C? = (A+ B)? = (176 g)

15 1

2 2 _

A+ 2AB+ B* = (8 10).

(c) On n’a pas la premiére identité remarquable.

4. Deuxieme identité remarquable

(a)

9 ) , (-2 -2
1>etD:(A—B):<1 _1>.

(¢) On n’a pas la deuxiéme identité remarquable.

5. Troisieme identité remarquable
(a)
-2 —6
DC=(A—-B)(A+ B) = ( 5 3 )

2 2 —1 _7
N ]

(c) On n’a pas la troisieme identité remarquable.

(b)

:gExercice 36

) ) 1 2 5 1
Soit les matrices A = (2 3> et B = (8 2).

1. Calculer les déterminants de A et B.

2. Justifier que A et B sont inversibles et
calculer A~ et B71.

3. La matrice C' = AB est-elle inversible 7 Si
oui, exprimer C~! en fonction de A=! et B~

4. Soit D la matrice égale a A+ B. D est-elle
inversible ?

Solution de I’exercice 36
1.

det(A) =1x3—-2x2=—1
det(B)=5x2—1x8=2

2. det(A) # 0 donc A est inversible

-3 2
-1
et A —<2 _1>

det(B) # 0 donc B est inversible
1 =05
-1 s
et BT = (_4 25 >
3. C est inversible et C~1 = B71A™L.
6
10 5
car det(D) =6 x 5 —3 x 10 = 0.

4. D = n’est pas inversible

'gExercice 37

1 2 -1
Soit la matrice A = (2 0 1 ) et la matrice
0 1 1

1 0 0
identité I =0 1 0.
001

1. Calculer A? puis 242 — 4A 4 51.
2. Calculer A3. Que remarque-t-on ?

3. En déduire que A est inversible et exprimer
son inverse.




Solution de ’exercice 37

-3 1 0 -6 2 0
1. A2=|[-2 —3 3|, donc24%2=|-4 —6 6].
-2 2 -4 2 4
—8 4
De plus, —4A =
—4 —4
5 0 0
et 5 =10 5 0.
0 0 5
-5 —6 4
Donc 2A%2 —4A+51=| 4 -1 2
-4 =2 5
2. Pour calculer A2, on calcule
-5 —6 4
A2xA=|4 -1 2
-4 -2 5
On remarque donc que 242 —4A + 51 = A3,
3. D’apres la question précédente, on a donc
1
5(A3 —2A% +4A) =1
En factorisant par A dans le premier membre, on a

;(AZ A ADA =1

1
D’oul A est inversible et A™! = g(A2 — 2A +41).

rﬁExercice 38

1 1 1
On considere la matrice M =1 —1 1
4 2 1

Partie A

1. Calculer les matrices M? et M3.
2. Vérifier que M3 = M? 4+ 8M + 615.
3. En déduire que M est inversible et que

1
M~ = (M2~ M —8I3).

Partie B

On cherche a déterminer trois nombres entiers tels
que la parabole d’équation y = ax? + bx + ¢ passe
par les points A(1; 1), B(—1; —1) et C(2; 5).

1. Démontrer que le probleme revient a chercher
trois entiers a, b et c tels que

a 1
Mlb|l=1]-1
c 5

2. Calculer les nombres a, b et c et vérifier que
ces nombres sont des entiers.

Solution de ’exercice 38

Partie A
6 2 3 20 10 11
1. M>=14 4 1|letM3=|12 2 9
10 4 7 42 20 21
2. La vérification est immédiate.
3. On a donc M? — M? —8M = 615. D’ou

M(M? — M — 81I3) = 613

On en déduit directement que M est inversible et

1
M-'=Z(M2?— M —8I5).

6

Partie B

1. A appartient a la parabole, donc a + b+ ¢ = 1.
B appartient a la parabole donc a — b+ ¢ = —1.
C appartient a la parabole donc 4a + 2b + ¢ = 5.

On obtient un systeme qui peut s’écrire sous forme

a 1
matricielle M | b | = | —1
& 5

2. On résout ce systeme

a 1 1
bl=M1]-1|=|-1
c 5 5

d’apres la partie A.

1
M= 6(M2 — M — 813) donne

(31 2

M*t==(3 -3 0

616 2 —2
a 1
Puis|b] =] 1
c —1

Onadonc:a=1,b=1et c=—1.
Ce sont bien des entiers.



rgExercice 39

Alex a téléchargé sur son smartphone un jeu lui
permettant de combattre des animaux virtuels
par localisation GPS. Chaque jour, il retrouve
d’autres joueurs dans le parc de la ville dans le
but de comparer le nombre de créatures qu’ils ont
combattues.

Le premier jour, 8 personnes se sont retrouvées
dans le parc. Le deuxiéme, on comptait 25
personnes et le troisieme jour, 80 personnes se
sont retrouvées dans le parc.

Soit f la fonction définie par f(z) = az?+br+c ol
a, b et ¢ sont trois nombres réels et  un nombre
entier compris entre 1 et 10. On admet que la
fonction f modélise le nombre de personnes qui se
retrouvent dans le parc le x-ieme jour.

1. Traduire I’énoncé par un systeme de trois
équations a trois inconnues a, b et c.

2. Donner une écriture matricielle de ce systeme
sous la forme AX = B avec X la matrice

a
colonne X = [ b
c
05 —1 05
3. Soit la matrice M = | —-2,5 4 —15
3 =3 1

Calculer le produit M A. Que représente la
matrice M pour la matrice A?

4. A Dlaide d’un calcul matriciel, déterminer les
valeurs des nombres a, b et c.

5. Le parc de la ville a une capacité d’accueil
de 2500 personnes. Selon ce modele, le
parc risque-t-il de refuser d’accueillir des
personnes un de ces dix jours? Justifier la
réponse.

Solution de ’exercice 39

1. Premier jour : a +b+c=8.

Deuxieme jour : 4a + 2b + ¢ = 25.

Troisieme jour : 9a + 3b + ¢ = 80.

(a,b,c) est donc solution du systéme
a+b+c=38
da+2b+c=25
9a + 3b+c =80

. Ce systeme s’écrit sous forme matricielle AX = B

1 1 1 8
avec A=1[4 2 1|let B=1]25
9 31 80

. MA=1;

M est 'inverse de A.

. On adonc X = M B, ce qui permet de déterminer

a=19, b= —40 et c = 29.

. Pour répondre a cette question, on peut étudier

la fonction polynéme du second degré f(zr) =
1922 — 40z + 29 sur [1; 10] ou plus simplement,
puisque seules les valeurs entieres de x nous
intéressent, faire un tableau de valeurs sur la
calculatrice.



5 Produit scalaire et repérage

V Repérage

Soit un carré ABCD. On construit un rectangle APQR tel
que:
P et Q sont sur les cotés [AB] et [AD] du carré et AP = DR

{ B
1) Méthode géométrique.
a) Montrer que (@,ﬁ =
CO.AD = —AP x BP
En déduire que C@ﬁ = C@ﬁ
b) En déduire que les droites (CQ) et (RP) sont perpen-
diculaires.
2) Méthode analytique. On se place dans le repére ortho-
normé (A, ﬁ, AD)
a) Si P apour coordonnées (a;0), déterminer les coordon-
nées de R et de Q).
b) Déterminer les coordonnées de ]3411)2 et de Q?

¢) En déduire que les droites (CQ) et (RP) sont perpen-
diculaires.

| Ex 51 A

Un navire A se trouve au large de deux villes B et C' séparées
de 5 km.

—AR x DR puis que

L’angle ABC est de 60° et I'angle BCA est de 80°.

1) Déterminer les longueurs AC et AB.

2) Laville D se trouve a 1,5 km de la ville B. Calculer la dis-
tance qui sépare cette ville du bateau.

o

Soient ABC'D un carré de coté a, I et J les milieux respectifs
des segments [AD] et [DC]. On note « la mesure en degrés de
l'angle IBJ.

C J D
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1) Montrer que BI.BJ = ZaQ cos(a).

2) Exprimer les vecteurs B7 et Bj} en fonction des vecteurs
AB et E

3) En déduire une autre maniére de calculer 37 B7 et déter-
miner o au degré pres.

i

Dans un repére (O;7,7) orthonormé, on donne les points

B(6;0) et C(2;4). Faire une figure que vous compléterez au

fur et a mesure (unités : 2cm).

1) Déterminer les coordonnées du centre €2 du cercle circons-
crit (¢) au triangle OBC'. Déterminez le rayon de (%).

2) Déterminer les coordonnées de I'orthocentre H de OBC.

3) Déterminer les coordonnées du centre de gravité G de
OBC.
Remarque : G est le point tel que C@ + @ + C@ = ﬁ
4) Montrer que €2, H et G sont alignés. Déterminez la valeur
du réel k tel que QH = k@;

5) Montrer alors que Kﬁ = @ + @ + @

6) Déterminer les coordonnées de H’, symétrique de H par
rapport a la droite (OB). Montrez que H' est sur (%).

ABCD est un carré et M un point quelconque de [BC].
BM N est un triangle isocéle en B, extérieur au carré ABCD.

N
B e
M
A D

Démontrer que les droites (AM) et (NC') sont perpendicu-
laires.

L Ex 55 [

Les triangles OAB et OC'D sont rectangles isocéles en O, de
sens direct. I est le milieu de [BC.

B

Montrer que la médiane issue de O dans OBC est la hauteur
issue de O dans OAD.

Lycée Henri-IV



Partie A : étude de fonction

1) Pour tout réel x ona f(r) = ze® x e~! + 1, or (croissances
comparées)

lim ze® =
r——00

lim f(z)=1.
Tr—r—00
On en déduit que la droite d’équation y = 1 est asymptote
horizontale a C au voisinage de —oo.
2) Ona f(x) = we® x e~ ! +1, et, par opérations sur les limites
(il n’y a aucune forme indéterminée ici) : lim f(z) =
T—+00
+00.
3) Par opérations usuelles sur les dérivées :

0, donc, par opérations sur les limites

fl@) =11+ x1xe” = (z+1)e" L

4) Pour tout réel z, e*~1 > 0, donc /() ale méme signe que
z+1.0rz+1>0<« x> —1, on en déduit donc le
tableau de variation suivant :

xr | —0o -1
i - 0 ¥

f \

Partie B : recherche d’une tangente particuliére

1) La tangente T, a pour équation y = f'(a)(z — a) + f(a),
C’est-a-dire :

y=(a+1)e" Yz —a)+a® ' +1.

2) Soit a > 0, alors :

0(0;0) €T, += 0= (a+1)e* *(—a)+ae" ' +1
— 0=c¢"Y(-d’—a+a)+1
= 1-d*" =0

3) =« 1 est une solution de I’équation considérée car 1 —
12el"1=1-1=0.

« Montrons maintenant que cette équation n’admet
qu’une unique solution sur U'intervalle ]0; +o0.
Posons, pour tout z > 0, g(x) = 1 — 22”7 La
fonction g est alors dérivable sur ]0; +o00] et, pour tout
z>0:

g (z) = -2z ' — 2" = —z(2+2)e"

x > 0,donc z 4+ 2 > 0 et par ailleurs e*~! > 0, on
en déduit que ¢'(x) < 0 et donc que g est strictement
décroissante sur |0; +00].

Par ailleurs :llg%) glx)=1et Tgriloog(x) = —00.
On sait que g est strictement décroissante sur ]0; +00]
et s’annule en 1.
Donc si < 1, alors g(x) > ¢(1) soit g(z) > 0 et de
méme si x > 1, alors g(x) < g(1) donc g(z) < 0.
Conclusion : sur |0; +00[, g(z) =0 <— = =1.
4) La tangente cherchée est 77, elle a pour équation y =
2(x — 1) + 2, c’est-a-dire
y =2z

YCEE

V Repérage

1) Méthode géométrique.
a) R est le projeté orthogonal de @ sur (AD) et D estle
projeté orthogonal de C' sur (AD) Donc C@ AR =
DR - ﬁ = —AR x DR (car les vecteurs lﬁ et ﬁ

sont colinéaires de sens contraire)

P est le projeté orthogonal de @ sur (AB) et B est le
projeté orthogonal de C' sur (AB) Donc CQ - AP =
B? : ﬁ = —AP x BP (car les vecteurs ﬁ et B?

sont colinéaires de sens contraire)

Or AP = DR et AR = BP donc les deux produits
scalaires sont égaux.

b) OG- Al = CQ - AP donc CQ - AR — CQ - AP = 0

16— Terminale 28

soit@-(ﬁ—ﬁ) =0
Donc C@ : P_}% = 0 ce qui prouve que les droites (CQ)
et (RP) sont perpendiculaires.
2) Méthode analytique. On se place dans le repére ortho-
normé (A, /@,A )
a) Si P a pour coordonnées (a;0), R(0,1 — a) et de
Q(a,1—a).
1—-a

w i (e = (00 ) - (1)

c) Q? PR = —a(l —a) + (1 — a)a = 0. Les droites
(CQ) et (RP) sont perpendiculaires.

1) Dans le triangle ABC, A + B + C = 180

Lycée Henri-IV



Donc A = 180 — (60 + 80) = 40°. De plus, la formule des
. BC AC AB
sinus donne : — = — = —.

sin(A) sin(B)  sin(C)
b 5 AC AB
n = = .
%€ §in(40) ~ sin(60)  sin(80)
_ 5sin(60)
AC = Sin(40) ~ 6,7 km.
5 s1n(80)
AB = km.
(40) ~ 7. 7km

2) Dans le trlangle ABD d’aprés la formule d’Al Kashi :
AD? = AB? + BD? — 2AB x BD x cos ABD.

AD? = (5%i“<80>)2 +1,52-2 (5?““80)) x 1,5 cos(60)

sin(40) sin(40)
AD? ~ 49, 44 et donc AD ~ 7,0 km.

1) Dans le triangle 1 AB rectangle en A D’aprés le théoréme
de Pythagore : BI? = JA? + AB? = (§)? +a? = ‘1—2 +a?

2
Donc BI = 5%:\/7gacar3120

De méme, dans le triangle JC'B rectangle en C, d’apres le
théoréme de Pythagore :

=JC?*+CB?* = (%)? + a®>. Donc BJ = ia
Ona 37 BJ = BI. BJ cos(a) = 2a? cos(a)

BI.BJ = (%a) cos(a)

2) BA} B_le + ﬁ (relation de Chasles)
Bl = —AB + 14D
37 B? + Cﬁ relation de Chasles)
BJ=BC+ 10%)
BJ =AD - zﬁ car ABCD est un parallélogramme.

3)]?[>.B_J> ﬁ+1ﬁ E B
BI.BJ = —EE+1AB2 1AD2 LAD.AB

ﬁﬁ = $AB? + 1AD? car B et E sont orthogo-

naux.

ﬂﬁ = 2a + 1a2 etdoncﬁﬂ = a®. On en déduit
que 2a? cos(a) = a2
Donc cos(a) =
a est un angle géométrique donc sa mesure est positive.

La calculatrice nous donne : o ~ 37°

1) Médiatrice de [OB]: x = 3;
Meédiatrice de [OC] : le milieu est I(1;2), on a une équa-

tion en faisant le p.s. : 1M - OC = (5 N 1) . (2) =

-2 4
2z +4y — 10 = 0.
Le point d’intersection est (3;1).
Le rayon du cercle est 7 = 1/10.
2) Idem pour H ; hauteur issue de C' : & = 2, hauteur issue de
B:x+ 2y — 6 =0, H a pour coordonnées (2;2).

(S

3) Pour G on fait : <:;> 4 <6_—yx> N <Z:;> _ <8)
8 4
Soit G (3 3)

4) On calcule fﬁ ( ) et fﬁ ( ) ; on vérifie faci-
3

lement que ﬁ = 3@ donc les points sont alignés.
5) Faire le calcul.

6) Le symétrique de H est H'(2; —2); il appartient au cercle
car QH' = /10.

lére méthode :
NG AN = (NB + BC) - (A5 + B
— NB-AB+NB-BM + BC - AB + BC - BM

=—-NBxAB+0+0+ BC x BM

Or AB = BC et BM = BN done NC' - AM = 0.
2éme méthode :
On se place dans le repére orthonormé (A; E; E) On

pose BN = BM = a.
Alorsm (?) etm (—1a>'
Doncm-AM:axl—lxazo

I est le milieu de [BC] donc 07 =

On a donc

(00 + 0B).

1
2
o1 B

 (6¢ 1 OB) - (D0 + 0A)
(0056 + 0004 + 0B . DO + 08 - 01)
(0+0¢ .04~ 080D +0)
(

NI RN~ NN

Or
(0¢:04) = (0¢:08) + (03:04)
 (0¢:08) + (0B:0¢)
 (oB.08)
Onad

onc :
cos (O% O—fi) = cos (@ O?) = cos (O? @) (le cosi-
nus est pair et les angles sont de mesures opposees)

De plus, OA = OB et OC = OD donc O - DA = 0. La

conclusion s’ensuit.

18— Terminale
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OC x OA X cos (O? (ﬁi) — OB x OD X cos <O?,O?))



6 Analyse Partie 1 (Lycée Henri IV)

Sur les pages suivantes... Ces sont des exercices de bons niveaux. Les exercices d’analyse du baccalauréat
franco-allemand sont (en général) un peu plus longs. Nous aurons 'occasion d’en traiter au cours de I'année.

7 Analyse Partie 2 (Annales du baccalauréat)

Vous pouvez trouver sept exercices (problémes) tombés au baccalauréat national avec de la fonction exponentielle
sur ce lien :

https://www.annales2maths.com/lere-exercices-corriges-fonction-exponentielle-problemes/


https://www.annales2maths.com/1ere-exercices-corriges-fonction-exponentielle-problemes/

IV Fonctions

Dresser le tableau de variation des fonctions définies par les
expressions suivantes :

1) f(a:):a:3—1—25x2+18x—5
mf@y:m+§

3) f(x) = 2;+—53

9 o) = =)

2

Déterminer l'expression (simplifiée) de la dérivée des fonctions
suivantes :

fila) =a® - a7 + > fola) = §x4—xf+3f
fa(x) = (x2 + 3) x® fa(x) = 3z — 2)?
fs(x) = 2z fo(z) = (z +3)2*Vz
fr(x) = <x + i) T fs(x) = ( %) T
3 5
fu(z) = 213 Ji2(x) = xj}—g
+1
oS -
xr — l 2+ §
f15() £ fi6(z) = L
T+ = z* + 3
14 -
firla) = 202 fis(a) =2 —%
14 = 342
x Ty
1 1 1 3+
pio) = (1r25) (=) gt = G
for(x) = e**=? fa2(z) = cos (22 + 3)
fas(x) = sin (330 + 6) faa(z) = (T2? + 5) e®
3x _|_2 3—2x
Pl = Pl = g

Déterminer, si elle existe, la limite des fonctions ci-dessous
lorsque z tend vers la valeur a indiquée.
On distinguera éventuellement la limite a gauche et la limite &

droite,
x5 —1 .
l)m 3 a=1
3 + 27
2 ; =-3
) 359 “
25 6
3) 7962 s i oa=2
x4 —x—2
2
4) :c i oa=1
2 —z+1 — 3z +2
3z2 — 2ma — m? ]
5) 22% — 3z £ m2 avecmeR ; a=m
r—3
6) ————— ; a=3
)x—l—\/x—i—l
—4
) < a=4
Va2 —T7—2x+1
[2
8) Ve T i ; a=0
T
1¢r¢— Terminale 7

V3z2 — 222
99 ——— ; a=0.
5vVa? + 2

Déterminer, si elle existe, la limite des fonctions ci-dessous

lorsque x tend vers la valeur a indiquée.
22 -3
) — 7=
(dz+1)(z+5)
322 — 11z + 4
2?2 4+ 4z +4

629376
3 ; =3
) o35 “

212 —
4)COS<L+W3> a1

a = —o0

2) a=-2

)

4z —1
5) sin(2z+7)

| Ex 37 [

Déterminer les limites en +0o et —oo des fonctions ci-dessous.
Préciser si la courbe représentative de f admet alors une
asymptote horizontale ou non.

a = —0

224 — br +1 222 —z
M= P e
:7 = 2 2 1—
fs@) = gs 5 fil@)=v2it+l-u
f(x)_ﬂ f(x)_i
T VP ra 1 O T 3 2ee
frlx)=+va?+1—=z
322 — 2z — m?
fs(z) = x T avecm € R

(m — 2)z2 — 3max + m?

Déterminer les limites en a des fonctions suivantes. Préciser

dans chaque cas si la courbe de la fonction admet en a une
asymptote verticale.

3r—4
filz) = xe ena=0;
3z2 —3x —2
)= ——7—90209——"ena=2;
f2( ) ($—2)3
2exp(%)
f:’,(w):il_ejc ena=0;
vV 1-2
f4(ac):Lena:3,
J:—31
f5($) 5 i ena =10

fo(x) = exp (xz _
| Ex 39 A

On considére trois fonctions f, g et h définies sur R, dont on
donne ci-dessous les limites aux bornes de cet intervalle :

lim f(ac) =400 lim g(z)=0 lim h(z)=+o0
r——00 r——00

Determlner, lorsque c’est possible, les limites en +o0 des fonc-

tions suivantes :
Frgih—Fsfgifhig+h; f Joh fre bty
"hlg’ h f

On notera F1I s’il s’agit d’une forme indéterminée.
Extension : on pourra essayer de proposer des exemples justi-
fiant qu’il est impossible de conclure dans ces cas.

Soit f: x —

€T

et — g
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1) Montrer que Dy = R.

2) Déterminer les limites de f en —oo et +00. Donner les
asymptotes éventuelles.

3) Etudier les variations de f puis en dresser le tableau de va-
riation.

Dans un repére orthonormal (O; i, ) on considére le point

A de coordonnées (1;1).

A toutréel z > 1, on associe le point M de coordonnées (x;0).
On note N le point d’intersection de la droite (AM) avec I'axe
des ordonnées.

1) Montrer que 'ordonnée du point IV est donnée par e T
T —
2) En déduire l'aire du triangle OM N.
2
3) Soit f la fonction définie sur |1; +oo| par f(z) = ﬁ
T —

Calculer f’(x) et déterminer le sens de variation de f.

4) Quelle est la position du point M tel que l'aire du triangle
M NO soit minimale ?

222 + 5z — 11
Soit f la fonction définie par f(z) = %
x
1) Déterminer 'ensemble de définition de f.
2) Vérifier que la dérivée [’ de [ s'exprime par
222 + 162 + 31
(z+4)?

3) Déterminer le tableau de variations de f sur son ensemble
de définition.

4) Démontrer que y = 2x — 3 est une asymptote oblique a la
courbe Cy. On pourra effectuer une division polynomiale.
En déduire les limites de la fonction f en 400 et —oc.

2
On considére la fonction f définie par : f(z) = gx\/f
On note € sa courbe représentative dans un repere orthonor-
- =
mal (O, i, j
1) Donner D¢ 'ensemble de définition de f.

2) Montrer que f est dérivable en O et calculer f'(0) son
nombre dérivé en 0.

3) Déterminer une équation de la tangente au point d’abscisse
0.

4) Justifier que la fonction f est dérivable sur Dy et détermi-
ner sa dérivée f’.

5) Dresser le tableau de variations de f.

6) Tracer la courbe € et sa tangente au point d’abscisse 0.

Pour la fabrication d’un livre, on doit respecter sur chaque
page des marges de 2 cm a droite et a gauche et de 3 cm en
haut et en bas.

18— Terminale

2cm 2cm

3cm1

3ch

X

Soit x et y respectivement la largeur et la longueur de la page

en cm.

1) Six = 28 et y = 31, calculer laire de la portion de la page
disponible pour I'impression.

2) On désire que la surface disponible pour 'impression soit
de 600 cm?.
Trouver la valeur de x pour laquelle la consommation de
papier est minimale.

o
Deux fonctions f et g définies sur [—1; 4] sont représentées

ci-dessous.
3y

=1

1) Déterminer go f(0) ; go f(3) ; fog(0)et fog(2).
2) Déterminer les variations de g o f sur [—1; 4].

[ Ex 46 Js

Soit n > 2 un entier fixé (quelconque) et soit f,, la fonction
définie sur [0; +o0] par

1+ 2"

=

1) a) Expliquer pourquoi f;, est dérivable sur [0; 400 et cal-
culer f! (x).
b) Etudier le signe de f! () et montrer que f,, atteint un
minimum que 'on déterminera.

2) a) En déduire 'inégalité suivante, pour z > 0 :
I+z)" <2 (1 +am),
b) En déduire que, si x et y sont des réels positifs,

(+y)" <27 (@" +y").
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| Ex 47 I

ABCD est un carré de coté 1. € est le quart de cercle de centre
A, de rayon AB, contenu dans le carré.

A B
[ 4
N
T
D M C

T est un point de € distinct de B et D. La tangente en 1" a €
coupe [DC] en M et [BC| en N.
Onposex = DM ety = BN.
1) a) Démontrer que M N? = 22 + y? — 22 — 2y + 2.
b) Etablir que MN = MT + TN =z +y.
¢) Exprimer alors M N en fonction de z.
2) f estla fonction définie sur |0; 1] par :

2 +1
z+1°

fz) =

a) Calculer expression de f'(x) ot f’ est la dérivée de f.
b) Etudier les variations de f.

3) Pour quelle position de M la longueur M N est-elle mini-
male?

| Ex 45 [N

x Partie A. Etude d’une fonction auxiliaire
La fonction d est définie sur | — 1; +oo[ par :

2

d(z) = e=+1.

1) Calculer la fonction dérivée d’.
En déduire les variations de d.
2) Déterminer les limites de d en —1 et en +o0.
3) Montrer que, pour toutz > —1,ona:0 < d(x) <e.
% Partie B. Etude de la fonction f
Dans cette partie on s’intéresse a la fonction f définie sur I'in-
tervalle | — 1; + oo par :

x

flx)=2+4+1—ew.

On appelle (C) la courbe représentative de f dans un repére
orthonormé. On désigne par [’ et f” les dérivées premiére et
seconde de f.

1) Démontrer que la droite (D) d’équation y = = — e + 1 est
asymptote a la courbe (C).
Préciser la position relative de (D) et (C).

2) a) Pour x €] — 1;+ ool calculer f/'(z) et f”(x).

2 1 =
Vérifier que " (z) = %ew .
T

En déduire le sens de variations de f.

-

b) Dresser le tableau de variations de f.
lim f'(z) =1)

On admett li "(z) =
(On adme raquemig+f(x) Jm

3) On admet que I'équation f'(x) = 0 admet sur | — 1; +00]
deux solutions dont 'une est 0.
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Dans la suite du probléme, on notera « la solution non
nulle. Donner une valeur approchée de o au centiéme pres.

4) a) Etudier les variations de f.
b) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de
définition.
c) Dresser le tableau de variations de f

* Partie C. Prolongement de la fonction f en —1
On considére la fonction g définie sur | — 1; +o00 par :

{g(—l) = 0

g(x) = f(z)pourtoutx > —1.

On appelle (C’) la courbe représentative de la fonction g dans
le repére de la partie B.

1) a) Montrer que on peut écrire

=gl L2 ).

—_ = ez+1
x—(-1) z \z+1

b) Pourz €] —1;+00[, déterminer la limite lorsque x tend

extl,

is d
x+1puls ea:+1

¢) En déduire que g est dérivable en - 1 et préciser son
nombre dérivé ¢'(— 1).

vers —1 de

2) Déterminer les tangentes a (C’) aux points d’abscisses
-1, a, 0.

Ex 49 [

On note R 1’ensemble des nombres réels et on considére la fonc-
tion f définie sur R par

fz) = 2e® 1 4+ 1.

On note C sa courbe représentative dans un repére orthonormé

(057, ).

Partie A : étude de la fonction

1) Déterminer la limite de f en —oo.
Que peut-on en déduire pour la courbe C?

2) Déterminer la limite de f en +o0.

3) On admet que f est dérivable sur R, et on note f’ sa fonc-
tion dérivée.
Montrer que, pour tout réel z, f/'(z) = (z + 1)e® L.

4) Etudier les variations de f sur R et dresser son tableau de
variation sur R.

Partie B : recherche d’une tangente particuliére

Soit a un réel strictement positif. Le but de cette partie est de

rechercher s’il existe une tangente a la courbe C au point d’abs-

cisse a, qui passe par l'origine du repére.

1) On appelle T, la tangente a C au point d’abscisse a. Donner
une équation de T,.

2) Démontrer qu’'une tangente a C en un point d’abscisse a
strictement positive passe par 'origine du repére si et seule-
ment si a vérifie I’égalité

1—a%e? 1 =0.

3) Démontrer que 1 est l'unique solution sur lintervalle
]0; +00[ de I’équation

1—z2e*"t=0.

4) Donner alors une équation de la tangente recherchée.
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DBG) =5 B(A)=

Pg, (G2) = 0,6 car si elle gagne une partie, la probabilité
pour qu’elle gagne la suivante est 0,6.
Pp, (G2) = 0,3 car si elle perd une partie, la probabilité
qu’elle perde la suivante est 0,7.
(G1, P1) forme un systéme complet d’événements donc
d’apreés la formule des probabilités totales
P(G2) =P(G2aNG1) +P(G2 N Py)
P(Gg) = PGl (Gg) X P(G1) + ]P)pl (Gg) X P(Pl) =0,6 x
0,5+0,3 x0,5=0,45.
2) P(Py) = 1 —P(Gs) = 0, 55.
Partie B
Pour n € N*, on pose z,, = P(G,,) et y, = P(P,)
1) Pg, (Poy1) =1-Pg, (Ghy1) =1-0,6=0,4
Pp, (Gny1) =1—=Pp, (Pry1)=1-0,7=10,3
2) (Gy, P,) forme un systéme complet d’événements donc
d’apreés la formule des probabilités totales
P(Gpy1) = P(G,NGry1) + P(P, N Gpy1)
=Pq, (Gni1) X P(Gp) + Pp, (Gri1) X P(Py)
= 0,6 x P(Gy) + 0,3 x P(P,)
0,6x, + 0, 3y,.
(G, Pp,) forme un systéme complet d’événements donc
d’apreés la formule des probabilités totales
P(Poi1) = P(Py N Poui1) + P(Gy N Pay1)
=Pp, (Prt1) x P(Pn) + Pa,, (Pos1) X P(Gr)

dott x4 =

= 0,7 x P(P,) + 0,4 x P(G,)
0,4z, + 0, Ty,

dout  yYpy1 =

et on obtient le systéeme demandé.

3) On pose pour n € N*, v, = =, +y, et w, =
42, — 3Yn
a) Upy1 = Tpgl + Ynp1 = 0,6z, + 0,3y, + 0,4z, +
077yn =Tp+ Yp = Uy
deplusv; =P(P) +P(Gy) =1
donc (v,,) est une suite constante de terme général 1.
b) Wnt1 = 42pny1 — 3Ynt+1 = 2,4z, + 1,2y, — 1,22, —
2,1y, = 1,2z, — 0,9y, = 0, 3(4x, — 3y,) = 0, 3w,
w1 = 4IP(G1) — 3P(P1) = O, 5
donc (wy, ) est une suite géométrique de raison 0,3 et de
premier terme w; = 0, 5.
On a alors pour tout n € N*, w,, = 0,5 x (0,3)"~ 1.
Tn+Yn =1

4) a) Onaalorspourn € N*, { Ay — By = 0,5 x (0,3)7~1

1
dou 7z, =0,5x (0,3)" 1 +3 et x,= ?(0,5 X

(0,3)"~1 +3).
b) -1 < 0,3 < 1, dou lim 0,3"'=0, dou
n—-+oo
lim = §
n—-4o0o Tn = 7

3
Donc (z,,) est convergente et converge vers —.

YCEE~

IV Fonctions

Le sens de variation d’une fonction est donné par le signe de
sa fonction dérivée.

1) f(z) =a® -
f est un polyndéme du troisieme degré, donc dérivable sur
R, avec pour tout réel x, f'(z) = 322 — 152 + 18 =
3 (22 — 5z +6).

f’ est un trindme du second degré de discriminant réduit
A= (-5)?—-4x1x6=12>0 et qui admet donc deux

—(=5)— V1 1
_Lngizgd@:§%_:3

1—25x2 + 18z — 5.

racines réelles x1 =

2
T |—00 2 3 +00
f'(z) + 0 — 0 +

3
2) fla) =20+
x

1

f=u+ 3v, avec u(z) = 2z donc v/(z) = 2, etv(z) = —

x

1
——5, et alors f' = + 3, soit, pour tout
x

2% -3
—

donc v'(x) =

1
réel x nonnul, f'(z) =2-3— =
x x
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Le numérateur est du second degré et admet comme racines

3 3 3
2073 = 2=2 :_\/j :\/j
r°=3=0 << =z 2<:><x 2oualc 5

et alors

+00

202 — 3

+
(=}
+

8

|

|
ol—|o

(NI

=
ol—|o Q‘

(N[N

['(x)

7 a NN\ a

3 f) = 22

f= %avec u(z) = 2z—3doncu'(z) = 2, etv(x) = 245

donc v'(z) = 1, et alors f' = u’v;zuv’, soit f'(z) =
2r+5) - 2r—3)1 13

(z +5)2 T (w+5)2
Comme, pour tout réel z, (z + 5)2 > 0, et (z + 5)? =
0 < z = —5, ona, pour tout réel z # —5, f'(x) > 0,

x
et donc f est strictement croissante sur | — co; —5[ et sur
] — 5; +00] (et n’est pas définie pour z = 5).
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f= 2 avec u(z) = =2z + 3 donc v/ (z) = —2,etv(z) =

v
Y
—2z + 4 donc v'(z) = —2, et alors f/ = M soit
v
() = —2(—2x+4) — (=22 +3)(—-2) -2
B (—2z 4 4)? (=27 +4)2

Comme, pour tout réel z, (—2x+4)? > 0, et (—2z+4)% =
0 < x = 2, 0n a, pour tout réel z # 2, f'(z) < 0,
et donc f est strictement décroissante sur | — 0o; 2] et sur
]2; +00[ (et n’est pas définie pour x = 2).

3z* — 3528 — 3 43/ — 2+/32 + 3
fita) = g ) =T
fi(z) = a* (T2? + 15) fi(z) =63z —2)

5 1
fi(a) = 2avE fi(x) = 5o/ (Tz +15)

2 (23 -1
7(x) = 2z felx) = %
-3 Oz
@) = 1 fole) = =
o (x + 12)2 ; 10 (z2 1—1— 3)?
—r° +
f{1(x):5m fiz(x):m
—z (23 + 3z — 2 (x—=1)(z+1)
flaly = 302D gy = ple Dt D)
4(33 +1) 32\/52(73: +63)
, x , x° —27x —
xTr) = r)=3——M——
L) = fioe) =35
5vxz(z + 6) 1
I (p) = V2T ' (p) = =
{r(a) v o=y o
, _ 1 , =z =6z +
19(7) = 22 fao(z) = 7(1;2 n 2)2
11 (z) = deto =5 fio(x) = —25sin (22 + 3)
m ~72% 4+ 142 —5
13(x) = 3cos 3z + — fhalx) = —
2e4 + 3e3% + 27e” (2 — 1) + dx
éS(x) = ( 1)2
e” +
1 (2) = o320 -2zt — 433 + 6+ 1
(24 — 3z +1)°
3 .
1) B en factorisant par x — 1.
2) 9 en factorisant par = + 3.
-1
3) 3 e factorisant par x — 2.
4) lim f4(x) = —occet lim fi(z) = +oo.
z—1+ z—1—
5) En factorisant par  — m on trouve f5(x) = Zx tm pour
x—m

3
x # m. Lalimite est donc de 3 lorsque m = 0 et de 4 sinon.
6) Par forme conjuguée puis factorisation par x — 3, la limite
estde —.
3

7) Par forme conjuguée puis factorisation par x — 4, la limite
est de 1.

8) Iln’y a pas de limite en 0, la fonction n’étant pas définie sur

]-1;1].
_ V3 -2z . _ V3
9) folz) = EFCE donc lim fo(x) = 5

1) 0~
2) +o0o0 car le numérateur est réel positif alors que le dénomi-
nateur tend vers 0 (par valeurs positives)
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1

3 I
) 17

1 . . T

4) 3 car la fraction rationnelle tend vers 3

5) pas de limite

1) fraction rationnelle. lim fi(z) = lim 2z = +oo et
r——+00 r—+o0

lim fi(x) = —oo. Pas d’asymptote horizontale.
r——00
2) fraction rationnelle. li (z) = 20 _ 1
) fraction rationnelle. z_l)riloofg z) = lim —5 = 3
1
asymptote horizontale y = 3
-1
3) fraction rationnelle. lim f3(z) = lim — = 07 et
r——+00 x—4o00 I
lim f3(x) = 0T. asymptote horizontale y = 0.
1
4) Ona f4(z) = |x[4/2+ =
En 400, |z| = 2 donc lirf fa(z) = +oo.
T—r+00
En —oo, |z| = —z donc lim fy(x) = 0.
r——00
5) lim fs(@) = lim 2% donc lim fy(x) — 5 et
Jip Jo(@) =l g done lim_fo(r) = 5 e
lim fs(x) = —5. Il y a deux asymptotes horizontales :
Tr——00
y=—Hety =5.
-1
6) En +oo, on factorise par e** et lim fg(2) = —.
r—+00 1 2
En —o0, on a directement lim fg(z) = 3
r—r—00
. 1 -1
Deux asymptotes horizontales y = 3 ety = =
1
7) fr(x) = |z|4/1+ =T
En 400, |z] = et ﬂgr_{_loo fz(z) = 0.
En —oo, 2] = —x et lirf fz(z) = +oo par produit.
T—+00
y = 0 est la seule asymptote horizontale.
8) Si 9 implifie fs(z) 322 -2z —4 ;
im = 2, on simplifie fg(x) = ——————— qui est une
i s —b6r +4 q

fraction rationnelle dont les limites sont

o fol0) =

—ocoet lim fg(x) = +o0. Pas d’asymptote horizontale.
r—r—00
Sinon, les numérateur et dénominateur de fg sont de méme
3
degré, et lim T) =
egré, e i fs(x)

m — 2
horizontale.

1) Lorsque x — 0, le numérateur est négatif et fini, le dé-
nominateur tend vers 0 par valeurs positive. Par quotient :
lirr%) f1(x) = —oo et’axe des ordonnées est asymptote ver-
T—

3
Y= est asymptote
m—2

ticale a la courbe.
2) Lorsque x — 2, le numérateur est positif et fini, le dénomi-
nateur tend vers O et il est du signe de (x —2). Par quotient :
lim, fa(x) = £oo et la droite = 2 est asymptote verti-
r—2

cale a la courbe.
3) On a lim 2exp (—) = 2et lim1 —e® = 0. Or on sait
z—0 3 x—0
que la fonction exp est strictement croissante sur R avec
e’ = 1 donc le dénominateur est du signe opposé a celui
de z.

Par conséquent lim f3(x) = Foo et 'axe des ordonnées
z—0

est asymptote verticale a la courbe.
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4) Par forme conjuguée, on a fy(z) = dont la

1
vr+1+4+2

1
limite est 1 lorsque « — 3. Pas d’asymptote verticale.

5) Par forme conjuguée, on a f5(z) = —2 — v/e* + 3 donc

lim f5(z) = —4. Pas d’asymptote verticale.
z—0
1
6) On a lim 2?2 — 1 = 0F donc lim —— =
z—1% ro—1t 22 — 1
Foo et, par composition, lim fg(z) = Hoo et
r——1—
lim fe(x) = 0". La droite + = —1 est asymptote ver-
z——1+
ticale 4 la courbe.
|fonction|f+g|h—f|f.g |f.h |g+h|
en —oo +00 FI FI +00 +00
en +o0o 0 —00 0 FI —00
foncti 1 Fr | Fftg]hty
onction = - - _ | —
g | h h [
en—oo | FI | FI | FI FI FI
en+oo | FI 0 FI 0 FI

1) On s’interroge sur I'ensemble de définition de f. Celle-ci
est définie partout ou son dénominateur est non nul.
Soit g ce dénominateur, donc la fonction définie sur R par
g(z) =e* — .
g est une fonction dérivable sur R comme somme de fonc-
tions dérivables sur cet intervalle. De plus, pour tout réel x,
onag'(x) =e* —1.
Connaissant la stricte croissance de la fonction exp et le fait
que exp(0) = 1, on a immédiatement le tableau de varia-
tion suivant pour g :

T |—o0 0 +00
g () - 0 +
, \ /
1

La fonction g admet donc un minimum de 1 en z = 0, elle
est par conséquent strictement positive sur R et f est belle
et bien définie sur R.
2) Ona lim e®*=0et lim e*— 2 = +oo donc par quo-
T——00 T——00
tient lim f(z) = 0".1ly a une asymptote horizontale
T—r—00
d’équation y = 0 en —oo0.
D’autre part, lorsque x — +00,
e’ 1
ona f(z) = v = =
N
eCl) X
(par croissances comparées) et donc lim f(z) =1.1lya
r——+00

. T
Or lim — =0
z—~+oo eT

une asymptote horizontale d’équation y = 1 en +o0.

3) f est dérivable sur R (quotient de fonctions dérivables sur
R dont le dénominateur ne s’annule pas). On calcule alors,
(—x 4 1)e”

vz eR: f'(z) = (e —a?

et (e” —x)? > 0.La dérivée f’ est donc du signe de (1 —z):

. Or, pour tout réel z, e* > 0
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T |—00 1 +00
f'(z) + 0 -
eil
N
0 1

1) Soit le point A’(1,0). Comme le repére est orthonormal les
droites (AA’) et (Oy) sont toutes les deux perpendiculaires
a (Ox). Elles sont donc paralléles.
De plus, z > 1 donc M # A’
Dans le triangle M NO, d’apreés le théoréme de Thales :

MAT_ AX Done L= — L g0t T
pr— . - u _ )
MO ON z YN N z—1
2
2) Aire du triangle OM N : ﬁ
2
3) La fonction f définie sur |1;+oo] par f(z) = ﬁ

est dérivable sur ]1;+00] en tant que fraction rationnelle
définie sur |1; +o0.

1 2zx(x—1)—z2 22 z(x—2
f'(@) =3 x : X(gc—1))2 L = 2@=1)2 2((r—1))2
Pour toutz > 1,onaz > Oet (z —1)? > 0 donc f’(z) est

du signe de z — 2.

f'(x) - 0 +

—+00 “+00
f \ /
2

Pour tout z > 1,onaz —1 > 0donc lim f(x)= 400

x

) ) z—1+t
x x x
1@ =507 = 20(1- 1)~ 2(1-1)
lim L =0donc lim f(z)=+o0
T—>+00

r—+00

4) La fonction f admet un minimum de 2 en x = 2. On en
déduit que la position du point M telle que l'aire du tri-
angle M N O soit minimale correspond a x = 2. On a alors
M(2;0).

1) Dy =R\ {—4}.
2) On dérive. Vx € Dy,ona:

Fa) = (42 +5)(x +4) — (222 + 52 — 11) x 1
(z 4 4)?
_ 4a? + 16z 4 bx 4 20 — 222 — 5z + 11
a (z +4)
_ 222 4+ 162 + 31
N (x +4)?

3) La dérivée f’ est du signe de son numérateur, qui est
un polynéme du second degré. Son discriminant est
A =162 -4x2x31l =8 > 0:il ya deux racines

réelles.
—16—2v2  —8—+2
a 2

Cesontx = 1

—8+V2
ety = ———.
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4)

Du fait du coefficient dominant, ce numérateur est positif
en dehors de l'intervalle des racines. On en déduit le ta-
bleau de variations suivant :

T | —o0 x1 —4 T2 +00
fl@) o+ 0 - -0+
+00

Lorsque x tend vers —4, le numérateur tend vers une valeur
finie (1) et le dénominateur vers zéro. Les limites du quo-
tient f sont donc infinies, et le signe de la dérivée permet
de conclure.

Par division polynomiale (ou par réduction et identifica-
tion), ou prouve que f(z) = 2z —3+ PR Or la limite du
x

dénominateur x+4 est infinie lorsque z — 4-0c. Par consé-
quent, et par différence, on a hff flx)—(2z—-3)=0.
Tr—T00

Cela signifie que la courbe C¢ admet au voisinage de I'infini
la droite y = 22 — 3 comme asymptote oblique.
Les limites de © — 2x — 3 étant évidentes, on en déduit

1)
2)

3)

4)

5)

6)

18— Terminale

celles de f :

Dy = [0;+oo.

Dérivabilité en 0 :
JO+h)=f(O0)  z2nvm

h - h
Donc lim w =0
h—0

h
Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.

Equation de la tangente au point d’abscisse 0 :
y=1'(0)(x—0)+ £(0)

Donc la tangente est ’axe des abscisses d’équation : y = 0.

La fonction f est dérivable sur ]0; 00| en tant que produit
de fonctions dérivables sur |0; +o0l.
De plus, f est dérivable en 0 donc f est dérivable sur D f.
Pour = €]0;+o00[ on a,

2(2z+z) _ 6z

Donc f/(x) = /x pour x €]0; +0c[ et comme /0 = 0 =
f'(0).Ona f'(x) = \/x pour tout  de Dy.
On dit que f est une primitive de la fonction racine carrée.

Pour tout « de Dy, f'(x) > 0 Tableau de variations de f :

z |0 +00
f'(@)[0 +
400
; /
0
mgar_loo V/x = +oo donc xll}l}_l@f(x) = +o00

Voir graphique. La tangente en 0 est I'axe (Ox).

25

v

1) Siz = 28 et y = 31 la partie disponible pour 'impression
a pour largeur x — 4 = 28 — 4 = 24 et pour longueur
y—6=31—-6=25.

Donc sa surface est s = 24 x 25 = 600 cm?.

2) Soit s I'aire de la partie imprimable. Ona: s = (z — 4)(y —

6)=ay—6r—4dy+24=y(x —4) —6x+24

De plus, on doit avoir z > 4 et y > 6. Comme on veut

s = 600, on a la relation :

y(x —4) — 62 + 24 =600 < y(z — 4) = 600 + 62 — 24.

Donc y = % qui est bien définie pour x > 4.
2
On en déduit que S(z) = 2y = S50 pour z > 4.

Etude de la fonction :

S est dérivable pour tout x > 4 en tant que fraction ration-

nelle.

On a S'(z)

(122245762 —48x—2304— 622 —5761)
(e—4)? ’

: 2
Donc S/(.ﬁ) — 6$z?§§ﬂ)722304 — 6(x (;3.3)3384)

Soit p(x) = 22 — 8z — 384

A = 64 + 1536 = 1600, on a A > 0 donc p admet deux
racines dans R :

T S*QA —16 et 2o Szﬂ = 24. On en déduit
la factorisation de p(x) = (z + 16)(x — 24). On a donc

S/ (w) = St 102D

Pourz > 4,onaz —4 > 0Oet (z —4)? > 0.
Pour 2 > 4,0onax+ 16 > 0 donc le signe de S’ (x) dépend
de celui de = — 24.

(1224576) (z—4) —622 —576x
(z—4)2

N4

Donc S admet un minimum de 864 pour x = 24. Il s’agit
de la surface minimale de la page ayant une surface im-
primable de 600 cm?. Elle correspond a z 24 cm et
y = 36 cm. La consommation de papier est alors minimale.
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1) gof(0)=9(2)=0;90f@3)=9(1)=
fog(0)=f(1) =3etfog(2)=f(0)=
2) « festcroissante sur [; = [—1; 0] et g est decrmssante
sur J; = [—1; 2] avec f(I1) C J1 donc go f est dé-
croissante sur I7.

l\.’JN)“—‘

« f est croissante sur Iy = [0; 1] et g est croissante sur
Jo = [2; 4] avec f(Iz) C Ja donc g o f est croissante
sur Io.

« festdécroissante sur I3 = [1; 2] et g est croissante sur
Jo avec f(I3) C Jo donc g o f est décroissante sur I5.

o f est décroissante sur Iy = [2; 3] et g est décroissante
sur Jy avec f(I4) C Jy donc go f est croissante sur 1.

« festcroissante sur I5 = [3; 4] et g est décroissante sur
J1 avec f(I5) C Ji donc g o f est décroissante sur I5.

1) a) f, est dérivable comme quotient de fonctions déri-
vables dont le dénominateur ne s’annule pas sur R™.

YV € [0; 400, X X
, ne" t(l4+z)"—n(1+z2™) (1+z)""
fia) e
1+ z)" ! na" (14 2) —n(1+2")]
(1+x)2m
1+ z)" (na""! —n)
B (14 x)%n
Con(l4z)" (@ 1)
(14 x)%n

b) f/(x) est du signe de "~! — 1; or, la fonction z
2"~ est croissante sur [0; +oo[ et vaut 1 pour z = 1.
Donc 2" ' —1 < Opourz < letz" ' —1> 0 pour

x> 1.
2 1

) =55 = 5o
On en déduit le tableau de variation :

z |0 1
fal@) - 0+

NS

on—1

+00

2) a) D’apres les variations de f,,ona:

1+2" 1
> O’ 2 = .
€T fn(x) D) (1+z)" on—1
On en déduit : (1 + 2)? < 271 (1 + ™).

b) Siz = 0,sachantquen—1 >

T donc

1,l'inégalité est évidente.
Supposons = > 0 et posons A = 2

x
D’apres la question précédente, on a : (1 + A)" <
271 (1 + A") d’on

n n
(1 n g) < on-1 <1+ y—).
x xn

n n n
x+y) < ont (ﬂ) d’on
x x™

(x +y)" <2771 (2" + y"), en multipliant de chaque
coté par z" > 0.

1) a) DM =xdonc MC =1 —z;de méme, CN =1—y

On en déduit : (

18— Terminale

MCN est un triangle rectangle,

MN?=(1—-2)2+(1-y)?=22+y?>— 22— 2y+2.
b) MN = MT+TN (car M, T et N sont alignés dans cet
ordre).

ADM est rectangle, donc d’apres le théoréme de Py-
thagore, AM? = AD?> + DM? =1 + 22
De méme, AMT est rectangle (propriété de la tan-
gente), donc AM? = AT? + MT? =1+ MT?
(car AD = AT = 1)d’ou MT = x.
On montre de méme que NT'= NB = y.
c) D’aprés ce qui précéde, on a:
(x+y)? =22 +y?> -2 —2y+2
& 22 + 22y + 4% = 2% + 9% — 22 — 2y + 2 donc

2y = 1 — 2 — y qui donne y(1 + ) = 1 — z donc
1-2z
Y1t
1—2
Alors : MN = 2z 4+ y = 2z + =
1+
r(l+2)+1—2 22+1
1+=z ozt
2 +1
2) f estla fonction définie sur |0; 1] par f(z) = 1
x
a)
f est dérivable sur |0; 1[;
u u(z) =22 +1 , uv—uv
= — avec et f' =
/ v {v(m):x—l—l f 2
Soit z €]0; 1],
7 )_2x(x+1)—(x2+1) 2?42z -1
= (x+1)2 (w4 1)?

f/(x) est du signe du numérateur car le dénominateur est
positif.
On étudie le signe du numérateur : A = 8 > 0; il a deux

—2—2v2
racines, %— =-1-2 ¢]0;1[ et —1 + V2.

Signe de f'(z)

z |0 V2-1 1
f'(z) - 0 +

NS

3) M N est minimale pour z = v/2 — 1

% Partie A. Etude d’une fonction auxiliaire

™

d(z) = e=+1,
1) En posant u(z) = % qui est définie et dérivable sur

x

] — 1; +o0|, d(x) = ). d est donc dérivable et

+1—=x 1 .
d — u(z) r u(z) _ T+ >
(x) = u'(x)e e e o 1)2e
0

d'(z) > 0 car produit de deux nombres > 0.
La fonction d est donc croissante sur | — 1; +o0.

2) Comme lim < = —o0, alors par composition
z—-1+t x + 1
lim d(z) =0.

z——1%
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1 x

Commex+1 :@,$ETOO$+1:L T —1 (e 0 400
dou lim d(z) =e' =e. J(@) + 0 —
r——+00

—a(a+1)

0 +
400
3) D’apreés la question précédente la fonction d croit de 0" a
e donc pour toutz > —1,0ona:0 < d(z) <e. f(x) \ /
% Partie B Etude de la fonction f
0

x

fl@)=2+4+1—ew.

1) On a vu dans la partie A que wginoo d(z) = e, donc
IEI}}OOf(x) —(r—e+1)=0. Calcul de f(o) = a + 1 — ea+1 : on sait que
Ceci montre que la droite (D) d’équation y = x — e + 1 est flla)=0 <= 1-— ﬁe%ﬂ =0 < eail =
asymptote a la courbe (C) au voisinage de +oc. (a+1)2.
Ona Donc

fx)—(z—e+l)=z+1—eTT —x—1+e=—e7 +e.
D’aprés la question A. 3.0 < e#+1 < e donce —e7T > (.
Ce qui montre que la courbe (C) est au dessus de son * Partie C Prolongement de la fonction f en —1
asymptote au voisinage de +00. On considére la fonction g définie sur | — 1; o0 par :
2) a) Pourzx €] — 15+ oof, f(x) =2+ 1—d(x), donc f est
dérivable et

fla) =a+l-eatt =a+1-(a+1)? = —a(a+1).

fllz) =1-d'(z) =1~ (z + 1)26 : g(z) = f(x)pourtoutz > — 1.
Cette fonction est elle-méme dérivable et
f”(x)—e:nj—l 2(1‘+1)—1 _ 21‘+1 emil
- @+  @+DP 1) a) Siw €] - 1;+oo[\ {0},
Le signe de f” est donc celui de 2z + 1, négatif pour gx) —g(=1)  f(x)—0 x+1—e7
1 1 - -
—1 < x < —=, positif pour z > —=. z—(=1) x—(—ml) z+1
2 2 1 e=+1 1 1 T
s s - . -1 — -1 = oL .
b) D’ou le tableau de variations : o 2 \7r 1e
1
x -1 2 +00
7 (z) M -1 l x e
_ 0 + x—(—1) z \z+1 ’
1 1
f(@) b) Pour z €] — 1; +0o0], on a déja vu que la limite lorsque
14 x tend vers —171 de . est —oo.
- E tu(z) = —
n posant u(x) = ,
P z+1
: : o) — () - . _
3) Equation f (1x) =0: j_ 1em+1 = ye¥ = ——u, donc la limite quand u
T e v
Ona f' <—§> < 0 (calculatrice). tend vers —oo est égale a zéro.
—g(~1
Par « continuité » la fonction f’ s’annule deux fois sur ¢) La limite de 9(@) —g(-1) lorsque z tend vers —1%
1 rz—(—1 d
]=1; +oo[:enatelque -1 < a < ) et aussi en est donc finie : c’est la définition du nombre dérivé
g(=1) =1

1
0, avec —5 < 0.
2) Construire (D) : La courbe (C’) est la réunion de la courbe

La calculatrice donne une valeur approchée de oo =~ —0, 72 N
(C) et du point (—1; 0).

41072 pres.
4) a) D’apres la question précédente, on peut déterminer le La tangente a (C’) au point (—1; 0) a pour équation :
signe de f’ et donc les variations de f :

— (- _(— _
« sur| — 1; ], f estcroissante; y=9(-)z—-(-1) <= y=z+1

e sur [; 0], f est décroissante; La tangente a (C’) au point d’abscisse « est horizontale : elle
« sur [0; +oo, f est croissante. a pour équation y = f(a) = —a(a+1).
b) - Limite en —1 : on a vu que 'exponentielle a pour

L a(C’ int d’absci hori le : ell
limite 0, donc la limite de f est 0 a tangente a (C") au point d’abscisse 0 est horizontale : elle

a pour équation y = f(0) = 0 (axe des abscisses). D’ou les

« Limite en +00 : I'exponentielle a pour limite e, donc graphes :

la limite de f en +o0 est +oc.
c) D’ou le tableau de variations de f :

18— Terminale 2 7 Lycée Henri-IV



Partie A : étude de fonction

1) Pour tout réel x ona f(r) = ze® x e~! + 1, or (croissances
comparées)

lim ze® =
r——00

lim f(z)=1.
Tr—r—00
On en déduit que la droite d’équation y = 1 est asymptote
horizontale a C au voisinage de —oo.
2) Ona f(x) = we® x e~ ! +1, et, par opérations sur les limites
(il n’y a aucune forme indéterminée ici) : lim f(z) =
T—+00
+00.
3) Par opérations usuelles sur les dérivées :

0, donc, par opérations sur les limites

fl@) =11+ x1xe” = (z+1)e" L

4) Pour tout réel z, e*~1 > 0, donc /() ale méme signe que
z+1.0rz+1>0<« x> —1, on en déduit donc le
tableau de variation suivant :

xr | —0o -1
i - 0 ¥

f \

Partie B : recherche d’une tangente particuliére

1) La tangente T, a pour équation y = f'(a)(z — a) + f(a),
C’est-a-dire :

y=(a+1)e" Yz —a)+a® ' +1.

2) Soit a > 0, alors :

0(0;0) €T, += 0= (a+1)e* *(—a)+ae" ' +1
— 0=c¢"Y(-d’—a+a)+1
= 1-d*" =0

3) =« 1 est une solution de I’équation considérée car 1 —
12el"1=1-1=0.

« Montrons maintenant que cette équation n’admet
qu’une unique solution sur U'intervalle ]0; +o0.
Posons, pour tout z > 0, g(x) = 1 — 22”7 La
fonction g est alors dérivable sur ]0; +o00] et, pour tout
z>0:

g (z) = -2z ' — 2" = —z(2+2)e"

x > 0,donc z 4+ 2 > 0 et par ailleurs e*~! > 0, on
en déduit que ¢'(x) < 0 et donc que g est strictement
décroissante sur |0; +00].

Par ailleurs :llg%) glx)=1et Tgriloog(x) = —00.
On sait que g est strictement décroissante sur ]0; +00]
et s’annule en 1.
Donc si < 1, alors g(x) > ¢(1) soit g(z) > 0 et de
méme si x > 1, alors g(x) < g(1) donc g(z) < 0.
Conclusion : sur |0; +00[, g(z) =0 <— = =1.
4) La tangente cherchée est 77, elle a pour équation y =
2(x — 1) + 2, c’est-a-dire
y =2z

YCEE

V Repérage

1) Méthode géométrique.
a) R est le projeté orthogonal de @ sur (AD) et D estle
projeté orthogonal de C' sur (AD) Donc C@ AR =
DR - ﬁ = —AR x DR (car les vecteurs lﬁ et ﬁ

sont colinéaires de sens contraire)

P est le projeté orthogonal de @ sur (AB) et B est le
projeté orthogonal de C' sur (AB) Donc CQ - AP =
B? : ﬁ = —AP x BP (car les vecteurs ﬁ et B?

sont colinéaires de sens contraire)

Or AP = DR et AR = BP donc les deux produits
scalaires sont égaux.

b) OG- Al = CQ - AP donc CQ - AR — CQ - AP = 0

16— Terminale 28

soit@-(ﬁ—ﬁ) =0
Donc C@ : P_}% = 0 ce qui prouve que les droites (CQ)
et (RP) sont perpendiculaires.
2) Méthode analytique. On se place dans le repére ortho-
normé (A, /@,A )
a) Si P a pour coordonnées (a;0), R(0,1 — a) et de
Q(a,1—a).
1—-a

w i (e = (00 ) - (1)

c) Q? PR = —a(l —a) + (1 — a)a = 0. Les droites
(CQ) et (RP) sont perpendiculaires.

1) Dans le triangle ABC, A + B + C = 180

Lycée Henri-IV






	Arithmétique - Divisibilité (Manuel libre - Pearltrees)
	Nombres complexes (Manuel libre - Pearltrees)
	Suites (Lycée Henri IV)
	Matrices (Manuel libre - Pearltrees)
	Produit scalaire et repérage (Lycée Henri IV)
	Analyse Partie 1 (Lycée Henri IV)
	Analyse Partie 2 (Annales du baccalauréat)

