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Explicitation du terme général de la suite de Fibonacci

Proposition : Formule de Binet

Soit (Fp) ey la suite de Fibonacci.

(%) (%)

1
VneN, F,=—
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Démonstration

Soit (Fp) e la suite de Fibonacci

(P):VneN,Fpyo=Fpr1+ Fp
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Démonstration
Soit (Fn) e la suite de Fibonacci.

(P):VneN, Fpio=Fpi1+ Fp

1) Combinaison linéaire de suites

Si (Un)pen €t (Vn)peny sont deux suites vérifiant la propriété (P),
alors, quels que soient les réels a et b, la suite (w,),c, définie par
Vn € N, w, = au, + bv, la vérifie aussi.
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(Un) pen €t (Vn) e sont deux suites vérifiant la propriété (P), et
w, = aup, + bv,, donc :
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(Un) pen €t (Vn) e sont deux suites vérifiant la propriété (P), et
w, = aup, + bv,, donc :

Wnt2 = alpy2 + bvpgo

Wpi2 = a(un+1 + Un) + b(Vn+1 + Vn)
Wnt2 = (aUn+1 + bvpt1) + (aun + bvy)
Wnt2 = Wpt1 + Wh.

Donc (wp) ey Vérifie (P).

u}
o)
I
i
it
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2) Equation caractéristique

Cherchons les suites géométriques de la forme (g")
avec q € R, vérifiant (P).

neN’
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2) Equation caractéristique

Cherchons les suites géométriques de la forme (g")
avec q € R, vérifiant (P).

neN’
(") ey Vérifie (P) < ¢ =g +q"

N
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2) Equation caractéristique

Cherchons les suites géométriques de la forme (") cx.
avec q € R, vérifiant (P).
(") ey Vérifie (P) < ¢ =g +q"

— ¢g*=q+1
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2) Equation caractéristique

Cherchons les suites géométriques de la forme (qn)neN,
avec q € R, vérifiant (P).
(q"),cn Vérifie (P) <= "2 = g™+ q"

— ¢g*=q+1
— ¢*-qg-1=0
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2) Eq uation caractéristique

Cherchons les suites géométriques de la forme (g")
avec q € R, vérifiant (P).

neN’

(q"),cn Vérifie (P) <= "2 = g™+ q"
= ¢=q+1
— ¢*-q-1=0

Cette équation admet comme solutions :

u}
o)
I
i
it
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2) Eq uation caractéristique

Cherchons les suites géométriques de la forme (") ey,
avec q € R, vérifiant (P).
(q"),cn Vérifie (P) <= "2 = g™+ q"
= ¢=q+1
— ¢*-q-1=0

Cette équation admet comme solutions :

1+v5 1-V5
2 2

u}
o)
I
i
it
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2) Equation caractéristique
Cherchons les suites géométriques de la forme (g")
avec q € R, vérifiant (P).

neN’

(q"),cn Vérifie (P) <= "2 = g™+ q"
= ¢=q+1
— ¢*-q-1=0

Cette équation admet comme solutions :

1+v5 1-V5

2
~———

@
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3) Conclusion de 1) et 2)
Conclusion de 1) :

(Wn) peny définie par : w, = au, + bv, vérifie (P)
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3) Conclusion de 1) et 2)
Conclusion de 1) :

(Wn) peny définie par : w, = au, + by, Vvérifie (P).

Conclusion de 2) :

1 n
Les suites (") ,cn et <(——> > vérifient (P).
12 neN

u}
o)
I

i
it
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3) Conclusion de 1) et 2)
Conclusion de 1) :
(Wn) peny définie par : w, = au, + by, Vvérifie (P).

Conclusion de 2) :

1 n
Les suites (") ,cn et ((——) > vérifient (P).
12 neN

1 n
Donc : |Vne N, w, = a <—;) + bp" vérifie (P) |.
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4) Explicitation de F,

wo

wi = F

Considérons maintenant des réelles a et b tels que w, = F,,.
On a alors :

N
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4) Explicitation de F,

Considérons maintenant des réelles a et b tels que w,
On a alors :

WQ:FQ a<_
wi = F
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4) Explicitation de F,

Considérons maintenant des réelles a et b tels que w, = F,,.
On a alors :

0
_ 0 _
WozFo a( ) +b80 _0
wi = F

al—=) +bpt=1
(%)
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4) Explicitation de F,

Considérons maintenant des réelles a et b tels que w, = F,,.

On a alors :
(1) e
wo = Fo — . ® Y=
wi = Fy 1\*
a<——) +bpt =1
a+b=0
A —i—i-bcp:l
v \4
5;:—(102_’_1
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—__ ¥
a= 21

¥
b=
©?+1

DA
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¥
b=
©?+1

Or,?—¢p—-1=0,doi > =¢p+1letyp?+1

=9o+2=1/50.
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¥
b= —*—
©?+1

Ainsi

Or, 902_90_1=O,d10l\.l 902=g0+1et902+1:30+2:\/§¢_
1
a—
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¥
b= —*—
©?+1

Ainsi

1
) et donc F, = ——
b=—.
NG

V5

(-

NG

Or, 802_80_1=O,d10l\,l g02=g0—|-let902—|—1230—|—2:\/§g0_
1
a—
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On en conclut que :

VneN,F,
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On en conclut que :

VneN,F,
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On en conclut que :

D'apres le paragraphe d’introduction, ——
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On en conclut que :

D'apres le paragraphe d’introduction, ——

On en conclut la formule de Binet :

1
VneN, F, =

1 1-+5
- :

2

/5 2

(=7) (7))
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Deux autre preuves de la formule de Binet

Matrices et suite de Fibonacci
Soit (Fp) ey la suite de Fibonacci.
Par définition de la suite de Fibonacci, on a

Foi1 = Fot Fooa et{ Fo=0

VnEN,{Fn:Fn =1

u}
o)
I
i
it
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Deux autre preuves de la formule de Binet

Matrices et suite de Fibonacci
Soit (Fp) ey la suite de Fibonacci.
Par définition de la suite de Fibonacci, on a

Foi1 = Fot Fooa et{ Fo=0

VnEN,{Fn:Fn =1

Ce qui s'écrit sous forme matricielle :

(Fan) (1 1\ ( F
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Vn € N, Fria

F, | —

11
10

Fn
Fn—l
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Vn € N*, Fria

F, | —

11
10

Fn
Fn—l

. Posons M =

11
10
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Grace aux matrices

F, 11 F, 11
* n+1)| n _

Vn e N*¥, Fol=\1 o) lFy) Posons M =

On a les égalités suivantes :

e Vne N*, Fni1

e
Fn FO
(que I'on prouve sans difficulté par récurrence sur n)
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« (Frer\ (1 1 Fn (11
VnEN,( Fn>_<1 0) (Fn_1>.Posons M—<1 0).
On a les égalités suivantes :

F, F
* n+1 _ n 1
oVnGN,(Fn>—M <FO>.
(que I'on prouve sans difficulté par récurrence sur n).

e M=ANAlavec A= (¥ ‘p> etN:<90 0).

11 0 ¢
(on a diagonalisé la matrice)
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L Grace aux matrices

« (Frer\ (1 1 F, (11
VneN,(Fn>—<1 0> (Fn_1>.PosonsM—<1 O>'

On a les égalités suivantes :

« [Fns1) o0 [(F2
OVneN,<Fn =M ol
(que I'on prouve sans difficulté par récurrence sur n).

o M= ANA " avec A= (¥ Plan=(? )
1 1 0 ¢

(on a diagonalisé la matrice)

e Vne N*, (ANA™1)" = AN"A-L.
(que I'on prouve sans difficulté par récurrence sur n).
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L Grace aux matrices

« (Frer\ (1 1 F, (11
VneN,(Fn>—<1 0> (Fn_1>.PosonsM—<1 O>'

On a les égalités suivantes :

« [Fns1) o0 [(F2
OVneN,<Fn =M ol
(que I'on prouve sans difficulté par récurrence sur n).

o M= ANA " avec A= (¥ Plan=(? )
1 1 0 ¢

(on a diagonalisé la matrice)

e Vne N*, (ANA™1)" = AN"A-L.
(que I'on prouve sans difficulté par récurrence sur n).

On en conclut que Vn € N*, Fi1) _ AN"A-L 1 .
Fn FO
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D'ou Vn € N*,

Fn+1
Fn
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D'ou Vn € N*,

(#) -
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L Grace aux matrices

D'ou Vn € N*,

Fn+1
Fn
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L Grace aux matrices

D'ou Vn € N*,

Fn+1 _
Fn

=
i Y

=
i Y

=
L Y

[ S}
N~ N~ ~— " ~—__
N e R
o6
3
"G:l‘o
N~ ~— " ~—__—
X
AN
| |~
ASY!
/N
[
—t
~—

/\/__6\/\/\
—

u}

o)
I
i

it
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Ainsi Fr1) _ SO"H_{J"H X L )
F, (Pn_(Pn ~

Y-
n__ =n
Donc |Vn € N* F, = d Sf
-
On remarque que ¢ — @ = /5, et ainsi, on retrouve la formule de
Binet : |Vn € N*, F, _<P il

= =)

-
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Fonction génératrice de la suite de Fibonacci
1] & X1
VXER\{QO,—},Z F"Xn:Z —
¥ n=0

> w5

¥
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[

Grace aux fonctions génératrices

Définition

lim
n—-+oo

n +oo
Z apx" = Z anx".
k=0 n=0

N

On appelle fonction génératrice de la famille (a,),cy la fonction
F(x)=
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Grace aux fonctions génératrices

Définition

lim

n—-+o00

On appelle fonction génératrice de la famille (a,),cy la fonction
n +oo
F(x)= Z apx" = Z anx".
k=0 n=0
Ainsi, la fonction génératrice de la suite (F,)
+o00
F(x) = Z Fnx".
n=0

nen de Fibonacci est
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Grace aux fonctions génératrices

+o0
F(x)= Z Fnx".
n=0

DA
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[

Grace aux fonctions génératrices

+o0
F(x)= Z Fnx".
n=0

+o0
Donc F(x) Fo+ Fix + Z Fox"
n=2
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Grace aux fonctions génératrices

+o0
F(x)= Z Fnx".
n=0

Donc F(x) =

“+oo

Fo+ Fix+ Y Fox”
n=2

+o0
X+ Z (Foe1+ Fp2)x" (car Fp=0et F; =1)
n=2
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Grace aux fonctions génératrices

+o0
F(x)= Z Fnx".
n=0

Donc F(x) =

“+oo

Fo+ Fix+ Y Fox”
n=2

+oo
X+ Z (Foe1+ Fp2)x" (car Fp=0et F; =1)
n=2

+oo +oo
X + Z Fo_1x"+ Z F_ox"
n=2 n=2

N
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Grace aux fonctions génératrices

+o0
F(x)= Z Fox".
n=0

Donc F(x) =

“+oo

Fo+ Fix+ Y Fox”
n=2

+o00
X+ Z (Foe1+ Fp2)x" (car Fp=0et F; =1)
n=2
+oo +oo

X+ Z Fno1x" + Z Fp_ox"

n=2 n=2

400

= X +XZ Fn—lxni1 +X2

—+00
> Foax"?
n=2

n=2
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Grace aux fonctions génératrices

+oo
F(x) =

x + XZ Fro1x" 1+ x2

n=2

—+00
> Faax"?
n=2
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Grace aux fonctions génératrices

+oo +oo
F(x) = x+ XZ Fooix" 1+ xzz Fp_ox"2
n=2 n=2
+oo +oo
= X-I-XZ Fkxk-l—xzz Fix' (avec k=n—1et/=n-2)
k=1 1=0
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[

Grace aux fonctions génératrices

+o0 +oo
F(x) = x+ XZ Froix"™1 + xzz Fp_ox"2
n=2 n=2
+oo +oo
= X-I-XZ Fka-I—X2Z Fix' (avec k=n—1et ! =n-2).
k=1 1=0
= x+xF (x)+ x%F(x) (car Fp =0, d'ot

“+oo “+oo
F(x) = Z Fox" = Z Fox™)
n=0 n=1
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Grace aux fonctions génératrices

+o0 +oo
F(x) = x+ XZ Fooix" 1+ xzz Fp_ox"2
n=2 n=2
+oo +oo
= X-I-XZ Fka-I—XQZ Fix' (avec k=n—1et ! =n-2).
k=1 1=0
= x+xF (x)+ x%F(x) (car Fp =0, d'ot

X

l1—x—x

“+oo “+oo
F(x) = Z Fox" = Z Fox™)
n=0 n=1

5, pour x tel quel —x —x>#0




Nombres de Fibonacci et nombre d'or
|—Exp|icitation de F, et formule de Binet
[

Grace aux fonctions génératrices

1
Soit x e R\ {p, —
12

DA
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Grace aux fonctions génératrices

Soit x € R\ {go,l}.
12

En effectuant la décomposition en éléments simples de
on obtient :

1—x—x2'




Nombres de Fibonacci et nombre d’or
I—Explicitation de F, et formule de Binet
[

Grace aux fonctions génératrices

Soit x € R\ {go,l}.
12

En effectuant la décomposition en éléments simples de
on obtient :

X o 1 B 1

1—x—x2 241 | 1—px 1_(_1))(
a :
V5

1—x—x2'
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Grace aux fonctions génératrices

Soit x € R\ {go,l}.
12

En effectuant la décomposition en éléments simples de
on obtient :

1—x—x2'
_ . T
1
> (=)
n=0 ¥
X o 1 B 1
1—x—x2 241 | 1—px 1_(_1))(
—_— | Y 14
1 +o0
% Z(’Onxn
n=0 i
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Grace aux fonctions génératrices

X =

1
i) Dy

2 s (- (-

1
D’ou pour tout x € R\ {go, —} ,
¥

D)
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Grace aux fonctions génératrices

X =

1
i) Dy

X =
Or, F(x) = T x 2 Z Fpx"
n=0

1
D’ou pour tout x € R\ {go, —} ,
¥

25 (= (-5) )
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Grace aux fonctions génératrices

1
D’ou pour tout x € R\ {go, —} ,
¥

X =

1
i) Dy

¥
X =
Or, F(x) = T x 2 :’;)FHX"
+00

25 (= (-5) )
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Grace aux fonctions génératrices

1
D’ou pour tout x € R\ {(p, —} ,
¥

X =

1
i) Dy

25 (= (5) )

2
X =
Or, F(x) = T x 2 Z: Fnx
n=0
+o0 +o0 1
Ainsi Z Fox" = Z —
n=0

> m (- (5))

Par identification, on retrouve la formule de Binet
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[ Récurrence directe

Détermination d'une relation de récurrence directe

On sait que le rapport de deux termes consécutifs de (Fj),cy tend
vers le nombre d'or, i.e.

. Fri1
lim nt

n—+oo  F,
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L Récurrence directe

Détermination d'une relation de récurrence directe

On sait que le rapport de deux termes consécutifs de (Fj),cy tend
vers le nombre d'or, i.e.

. Fri1
lim nt

n—+oo  F,

Donc, de Fni1 = @F, + r(n) avec r € RN avec lim r(n) =0

n—-+o0o
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L Récurrence directe

Détermination d'une relation de récurrence directe

On sait que le rapport de deux termes consécutifs de (Fp),cy tend

. . Fh
vers le nombre d'or, i.e. lim —2t = ®
n—+oo  F,

Donc, de Fpy1 = @F,+r(n) avec r € RN avec lim r(n) =0.
n—-4-00
" —@"

e

OnafF, = (d'apres la formule de Binet).
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L Récurrence directe

Détermination d'une relation de récurrence directe

On sait que le rapport de deux termes consécutifs de (Fp),cy tend

. . Foi1
vers le nombre d'or, i.e. lim nt
n—+oo  F,

Donc, de Fni1 = @F, + r(n) avec r € RN avec lim r(n)=0.

n—-+o0o

" —@"
On a F, = ——— (d’aprés la formule de Binet).
n 7 (d'ap )

- " — "
Dol oF, = * %%
whn NG

(pn-i-l _ (()5 4 \/g) @n ) \/g
car = —
/5 Y=
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L Récurrence directe

Détermination d'une relation de récurrence directe

On sait que le rapport de deux termes consécutifs de (Fp),cy tend

Fn+1
vers le nombre d'or, i.e. lim =

n—+oo  F,

Donc, de Fni1 = @F, + r(n) avec r € RN avec lim r(n)=0.

n—-+o0o

OnafF, = 4,0 i (d'apres la formule de Binet).
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D'ou F, = ———° |
#hn NG
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n+l _ ~=n+l
Donc oF, = 1.4 14

DA
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n+1
Donc oF, = L4

_ S0n—|—1 .
N

Fre1— @".

Ainsi |Vn e N* Fpi1 = oF, +&" |
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:

n+l _ ~=n+l
Donc oF, = Ld L

\/g —

Foir — 3",

Ainsi |Vn € N, Fpy1 = oF, + ¢" |

On abien lim @" =0 (car0<
n—+00

1-V5
2

< 1), donc r (n) = @"
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Conclusion

1
e VnEN,F,= —— (" — @"
\/g(so ")

oVXER\{(p, } ZF,,X =

e Vne N*

—+oo

D

n=0
Fn+1

oFn+@"
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