1SMP2

Devoir sur table n°9
Mercredi 14 mai 2025 - 1 h 50 min

L’utilisation d’une calculatrice de type Collége est autorisée.
La qualité de la rédaction et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

Exercice 1 : Questions de cours (4 points)
Déterminer, en justifiant clairement, si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.

1. Si n est un entier multiple de 18, alors 216 divise 2n?.

Solution: L’affirmation est .

Soit n un entier multiple de 18. Ainsi, il existe k € Z tel que n = 18k.
Ainsi
2n? = 2 (18k)?
= 2 x 324k>
= 648K?
= 216 x (34?)
On pose £ = 3k2. On sait que k € Z, donc ¢ € Z.

Ainsi 2n? = 216/, avec £ € Z.
Donc 2n? est un multiple de 216.

2. La somme de trois entiers impairs consécutifs est divisible par 9.

Solution: L’affirmation est .

Notons n le plus petit des trois entiers. Il est impair donc il s’écrire 2k + 1,
k entier. Les deux entiers impairs suivants sont n + 2 et n + 4, qui s’écrivent
donc 2k + 3 et 2k + 5.

La somme de ces trois entiers vaut donc :

(2k + 1) 4 (2k + 3) + (2k + 5)

c’est-a-dire 6k + 9. Or ce nombre n’est pas toujours divisible par 9 : par
exemple, pour k =1, 6k + 9 = 15, qui n’est pas divisible par 9.
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3. Il n’existe pas d’entiers relatifs x et y tels que 3z — 24y = 14

Solution: L’affirmation est .

24y = 14. Alors 3 (x — 8y) = 14, avec k entier relatif.

relatifs = et y tels que 3x — 24y = 14.

Supposons par ’absurde qu’il existe deux entiers relatifs x et y tels que 3z —

On déduit qu’alors 3 divise 14, ce qui impossible. Il n’existe donc pas d’entiers

4. Si n est un entier relatif, 2n* + 11n? 4+ 12 n’est jamais un nombre premier.

Solution: L’affirmation est .

« Résolvons tout d’abord 1’équation : 222 + 11z + 12 = 0.

L’équation a donc deux solutions réelles qui sont :
—11-5 —11+4+5 3
—— =—4et — = ——.
1 Ty 2

Le coefficient de z? étant 2, on peut écrire :

judicieux d’écrire ici :
202 + 11z + 12 = (z + 4)(2z + 3)

2

e En replacant x par n°, on obtient :

Pour tout entier n, 2n* + 11n% + 12 = (n? + 4)(2n? + 3).

Son discriminant est A = 112 — 4 x 2 x 12 = 121 — 96 = 25 = 52.

3
Pour tout = réel, 222 + 11z + 12 = 2(x + 4) <:B + 2), qu’il est plus

On remarque, grace a la présence de n?, que chaque terme de ce produit
est au moins supérieur ou égal a 3, donc ce nombre n’est pas premier.

Exercice 2 : Etude de diviseurs

Soit p et ¢ deux nombres premiers tels que 1 < p < ¢. On note n = p X q.

(4 points)

1. (a) Déterminer, en fonction de p et g, le nombre, la liste, puis la somme, notée

S, des diviseurs positifs de n.
(b) Montrer que S est divisible par p + 1.

(c) Déterminer n sachant que S vaut 12.
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2. L’entier p est toujours un nombre premier positif quelconque.

(a) Déterminer lentier, noté m, ayant quatre diviseurs positifs, et n’admettant
que 'entier p comme diviseur premier.

(b) Déterminer, en fonction de p, la liste, puis la somme, notée S’, des diviseurs
de m.

(c) Montrer que S’ est divisible par p + 1.

(d) Déterminer m sachant que S’ vaut 15.

Solution: Les entiers p et ¢ sont premiers tels que 1 <p<qgetn=pxgq.

1) a) p' x ¢! est la décomposition en produit de facteurs premiers de n car p
et g sont premiers et distincts. Donc le nombre de diviseurs de n est :
(I+1)x(1+1)=4;Di(n)={1;p;q; pq}-

La somme est S =14+ p+ q + pg.

b) S=1+p+q+pg=(1+p)+q(l+p)=1+p)(1+gq); (1+q) étant
entier, on en déduit que S est divisible par (p + 1).

¢) On doit écrire 12 sous la forme du produit de deux entiers qui suivent
deux nombres premiers : La seule possibilité est 12 = 3 x 4 (2 x 6 et
12 x 1 ne conviennent pas) donc p+1 =3 et g+ 1 =4 doup=2et

q=3. Donc

2) a) L’entier m a le méme nombre de diviseurs que n donc 4 diviseurs et
il n’admet que p comme diviseur premier donc il s’écrit comme une
puissance de p ; or, 4 = 3 + 1 donc m = p>.

b) Dy(m)={1; p;p*; p*} et &' =1;p; p*; p°.

c) 8'=1+p+p*+p*=(1+p) +p*(1+p)=(1+p)(1+p?
1 + p? étant entier, S’ est divisible par (p + 1).

d) 8" =3x5=1x15; le plus petit des deux facteurs doit étre le suivant
d’un nombre premier donc cela ne peut étre que 3 ; donc p = 2 et on

remarque que 5 = 22 + 1. Donc .

Exercice 3 : Suite et divisibilité (2 points)
Soit n € N*.

1. On note 5, la somme des n premiers termes de la suite géométrique de raison 11
et de premier terme 1. Calculer S,, en fonction de n.

2. En déduire que 11™ + 99 est un multiple de 10.
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Solution:

1. La suite géométrique est définie par u; = 1 et pour tout k > 1, ugy1 = 11 X uy.
On a donc uy, = 11%~! pour tout k > 1.

La somme S,, des n premiers termes est donc :

On reconnalt la somme des n premiers termes de la suite géométrique de
premier terme 1 et de raison 11. En utilisant la formule de la somme des

n—1 n _
termes d’une suite géométrique Z q = 1 pour g # 1, on obtient:
i=0 o
11" -1
S pr—
"1l -1
1t -1
10
11" —1
D Sy = .
onc Sy, 10
2. D’apres la question précédente, on a S,, = 11;0_ L ce qui peut s’écrire

10xS,=11"-1

On en déduit: 11" =10x S, +1
Ajoutons 99 aux deux membres:
11" 4+99=10x S, +1+99

=10 x S, + 100
=10 x (S, + 10)

Donc 11" +99 = 10 x (S, + 10), ce qui prouve que 11" + 99 est un multiple de
10 pour tout n € N*.
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Exercice 4 : Etude de fonctions (10 points)
Partie A
Soit f la fonction définie sur R par
f(z) = (ax +b)e'™®
1. Déterminer les valeurs de a et b pour que la courbe Cy représentative de la fonction
f passe par le point A (1; 1) et admette une tangente horizontale en A.

Dans toute la suite, on considérera que a =1 et b = 0.

T
2. Vérifier que, pour tout réel z, f(x) =e x —.
e

3. Déterminer la limite de f en —oo.

4. Déterminer la limite de f en 4o0.
Interpréter graphiquement cette limite.

5. Déterminer la dérivée de f.

6. Etudier les variations de f sur R puis dresser son tableau de variation.

1
7. (a) Montrer que 'équation f(x) = - admet exactement deux solutions dans R.

On les notera « et (3, telles que a < .

(b) Donner un encadrement de « et de 3 & 107! pres.

Pour tout entier naturel » non nul, on considere les fonctions g, et h, définies sur R

par :
gn(@)=1+z+22+ 42" et hy(z)=1+2z+ - Fnz""!

Partie B

1. Comparer les fonctions hy, et g/,, dérivée de la fonction gy,.
1— l,n-i—l
2. Vérifier que, pour tout réel z # 1, g,(z) = ]
-
nz"tt — (n+1)z" +1
(1—=)?

3. Soit Sp, = f(1)+ f(2)+...+ f(n), f étant la fonction définie dans la partie A par

En déduire que, pour tout réel x # 1: hy(x) =

f(z) = ze!l™®

En utilisant les résultats de la partie B, déterminer une expression de S,, puis sa
limite quand n tend vers +oo.
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Solution: Partie A

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = (ax + b)e! =%,
1. Traduisons les hypotheses :
f=1l<=(ax1+bet=1
—a+b=1
De plus, f est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R et
Vo € R, f(x) = ae'™* — (ax +b) e}
=—((z—1Da+b)e™

On veut que f'(1) = 0, c’est-a-dire b = 0.
D’apres la premiére condition, on obtient ‘ (a; ) =(1;0) ‘

e x
2. el =exe = — donc f(z) =e x —.
er e’

3. lim 1—2=+oodonc lim e!'=® = +oco (par composition).
T——00 T——00

-z

Ona lim z=-ococet lim e = +00.

T—r—00 T—r—00

Ainsi lim xe!™® = —oco (par produit). Donc lim f(z) = —oo0.
Tr——00 T—r—00

4. On sait que xli)rfoog = 400 donc xgrilm e% = 0 donc xEI—ir-looe X e% = 0.
On a donc J:Er—ir-loo f(x) = 0 ce qui signifie que la courbe représentant f admet
la droite d’équation y = 0 comme asymptote horizontale en +oc.
5. La fonction f est dérivable sur Ret f/(z) = 1xe! ™ +x(—1)e! 7% = el 7%(1—2)
6. Pour tout réel z, e~ > 0 donc f’(x) est du signe de 1 — .

f(1) = 1€ = 1, d’oti le tableau de variation ci-dessous

x —00 1 +00
1—=z + 0 —
f(x) + 0 -
1
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7. On vérifie les hypotheéses du théoréeme de la bijection, que I’on applique d’abord
sur |—oo; 1].

o [ est dérivable sur |—oo; 1], donc f est continue sur |—oo; 1].
o D’apres la question 6, f est strictement croissante sur |—oo; 1].

o D’apres la question 3, lim f(x) = —o0. De plus, f(1) = 1.
T——00

Par stricte croissance de la fonction f sur |—oo; 1], on a

f(=o0; 1) = | lim f(x); f(1)

r—r—00
=]—00; 1]
1
et 5 € f(J—o0; 1)).
Ainsi, d’apres le théoreme de la bijection, 'équation f(z) = 3 admet une

unique solution sur |—oo; 1].

De méme, vérifions les hypotheses du théoréme de la bijection sur [1; +ool.

o f est dérivable sur [1; +oo[, donc f est continue sur [1; +oof.
o D’apres la question 6, f est strictement décroissante sur [1; +ool.

o D’apres la question 4, lim f(z) = 0. De plus, f(1) = 1. Par stricte
T—r—00

décroissance de la fonction f sur [1; +00], on a

f([L5 +oo]) = | lim f(z); f(1)

T—+00

=105 1]

et % € f([1; 00|

Notons « et 8 ces deux solutions, telles que a < 3.

8. D’apres la calculatrice, f(0,2) ~ 0,45 et f(0,3) =~ 0,6. Donc 0,2 < a < 0, 3.
De méme, d’apres la calculatrice, f(2,6) ~ 0,52 et f(2,7) ~ 0,49.

Donc 2,6 < 8 < 2,7.
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Partie B
Pour tout entier naturel n non nul, on considere les fonctions g, et h, définies sur
R par :
(@) =14z +2>+ - +2" et hp(x)=1+22+- - +na™ L.
1. Pour tout z, gu(z) =1+ 2+ 2% + - + 2" donc
() =0+142z+---+nz" ! = h,(z)

_ 1—antl,

Or, pour tout réel z # 1, g,(x) = :

1—x

gn est une fonction rationnelle de type 7 dont la dérivée est % :

ha(x) = g5 ()

—(n+1)2"(1—2) — (1 —2")(-1)
(1—x)?

—(n+ 12"+ (n+ 1)zt +1 — gnt!
(1—x)?

—(n+1)z" 4+ na™ 2"t 41 — gttt

(1—x)?
ne™t — (n+1)a2" + 1
(1—2)?

2. I-a)gn(z) =(1—-2)(1+a+a>+. +a")
=l4+az+a?+a3+ 42"

—x—x2—x3—--~—x”—x”+1:l—x”H
On obtient alors, pour tout réel = # 1: g,(z) = 171‘”_71;1

3. Soit S, = f(1) + f(2) + ... + f(n), ou f(x) = ze'! .
Sp=1+2 4 dnel =142+ +nle )" L =hy(e™)).

Or o ( )
ne™ ™ — (n+1)z" +1
hp(x) =
donc _— .
h(e=1) = nle )" —(n+1D)(e H" +1
" (1—e"1)2
5, ot
ST
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T
. € . ;
lim — = 400 par croissance comparée.

On sait que
T—+00

Donc lim — =0T, et ainsi donc
r—+400 e
. n . n-+1
lim —=0et lim —— =0.
n—+oo e n—too entl

De plus, par limite de fraction rationnelle en 400,
n+1

lim -2 =1et lim 1.
n—+oo N1 n——+oo N
n n n+1 _ .oon+1 n+1 -
s o | X o1 donc par produit, nll)rfoo - X s 1x0=
1 1 1
ntl_nt xﬁ;doncparproduit, lim nt x L —1x0=0.
en n en n—+oco N en
Donc
. 1 e?
nglfoo Sn = (1 1)2 (e—1)2
e
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