1SMP1 & 1SMP2

Devoir sur table n°4
Mercredi 11 décembre 2024 - 1 h 50 min

L’utilisation d’une calculatrice est autorisée.
La qualité de la rédaction et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans ’appréciation de la copie.

Exercice n°1 :

On considere les deux suites (un),cy €t (Vn), ey définies, pour tout n € N, par

3x2" —4n+ 3 3x2"4+4n -3
Up = 5 et v, = >

1. Soit (wy),cy la suite définie par w, = u, + v,. Démontrer que (wy) est une suite
géométrique, dont on précisera le premier terme et la raison.
2. Soit (tp),cy la suite définie par ¢, = u, — v,. Démontrer que (t,) est une suite
arithmétique, dont on précisera le premier terme et la raison.
1
3. Démontrer que, pour tout n € N, u,, = 5 (wp, + tn)

4. Exprimer la somme suivante en fonction de n : S =ug +u1 + ... + uy

Solution:
1. Soit n € N. On a :

Wy, = Uy, + Up,
3x2"—4n+3 3Ix2"+4+4n—3
on = 2 * 2

Wy, =3 x 2"

On reconnait ’expression du terme général de la suite géométrique de premier
terme wy = 3 et de raison ¢ = 2.
2. Soit n € N. On a :

tyn, = Up — Up,
_3x2"—dn+3 3x2"+4n -3

t, =
" 2 2
2 x (—4n + 3)
ty =" —
2
t, = —4n + 3.

On reconnait I'expression du terme général de la suite arithmétique de premier
terme ty = 3 et de raison r = —4.
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3. Soit n € N. Par définition de (wy,) et (t,), on sait que :

Wy, = Uy, + Uy,

tn, = Up — Uy

1
D’ou, en ajoutant membre a membre les deux égalités | u,, = §(wn +tn)

4. On note, pour n € N,

Wn=wo+w1+ - +wy,
Tn:t0+t1+"'+tn

W, est la somme des n + 1 premiers termes de la suite géométrique (wy,), dont
la raison est différente de 1, d’ot I’égalité :
1— qn+1 1— 2n+1

3x ———— =3x (2" - 1)

e A

T, est la somme des n + 1 premiers termes de la suite arithmétique (¢,) :

3—4n+3
Xi

to+t
Tn:(n+1)x% .

=(n+1) =(n+1)(3—2n)

d’ou
T, = —om?4+n+3

Finalement, on en déduit que

1 1 3 n 3 n

Exercice n° 2 :

Au premier janvier 2018, une association comptait 2 500 adhérents. Une étude a permis
de modéliser I’évolution future du nombre d’adhérents de ’association. Chaque mois :

o 4% des adhérents de I’association ne renouvellent pas leur adhésion ;

e 80 nouvelles personnes adherent a ’association.

On note (un),,cy une estimation du nombre d’adhérents de 'association n mois apres le
1°* janvier 2018.

1. Justifier que la suite (u,) définie par ug = 2500 et, pour tout entier naturel n,

Uptr1 = 0,96u, + 80 modélise ’évolution mensuelle du nombre d’adhérents de
I’association.
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2. Cette suite (u,) est-elle arithmétique 7 Justifier.

3. Cette suite (uy,) est-elle géométrique ? Justifier.

4. Exprimer u,, en fonction de n (on introduira une suite auxiliaire bien choisie grace
a une propriété de cours...)

5. Etudier le sens de variation de la suite (uy,).

6. Le montant de la cotisation mensuelle & 'association est de 10 euros. Calculer la
somme totale, arrondie a la centaine d’euros pres, que l'association espére obtenir
pour 'année 2018.

Solution:
1. Au premier janvier 2018, ’association comptait 2500 adhérents donc ug = 2500.
4
Le coefficient multiplicateur associé & une diminution de 4 % est 1— 100 = 0, 96.

L’évolution mensuelle du nombre d’adhérents de 1’association s’obtient & ’aide
du calcul suivant :

x0,96 (perte de 4% des adhérents)
upy 222 0,96y,

+80 (nouvelles adhésions)

0, 96w, + 80
—_———

Un+41

Ainsi, la suite (uy,) définie par ug = 2500 et, pour tout entier naturel n,
Un+1 = 0,961, + 80

modélise 1’évolution mensuelle du nombre d’adhérents de 1’association.

2. On calcule uq et usg :

e up = 2500
e u; = 0,96 x 2500 4 80 = 2480
e uy = 0,96 x 2480 4 80 = 2460, 8

Puis, u1 —ug = —20 et ug — w1 = —19,2. Ainsi uy — ug # ug — u1.
donc (uy,) n’est pas une suite arithmétique.

124
3. De méme, “u uz _ 769 U1

.. U2
et 2 O A 2
w125 s st A

Uo

Donc la suite (u,,) n’est pas une suite géométrique.
mn

LFA Page 3 sur 9 2024-2025



1SMP1 & 1SMP2 DS n°4

—80
4. lcule A = ———— = —2000.
On calcule A 10,96 000

On consideére la suite (vy,) définie pour tout entier naturel n par : v, = u,,—2000.
Démontrons que (vy,) est une suite géométrique et précisons son premier terme
et sa raison. Pour tout entier n positif,
Un+1 = Up+1 — 2000
= 0, 96u,, + 80 — 2000

= 0,96u, — 1920
= 0,96 (up, — 2000)
= 0,960,

Ainsi, pour tout entier naturel n, v,11 = 0,96v,, donc (v,) est la suite
géométrique de raison 0,96 dont le premier terme vy = 2500 — 2000 = 500.

Ainsi, pour tout entier naturel n, v, = 500 x 0, 96™
Comme pour tout entier naturel n, v, = u, — 2000 < u,, = v, + 2000, on en

déduit que : pour tout entier naturel n, u, = 500 x 0,96™ + 2000.

Vn € Nty — up = 500 x 0,961 42000 — (500 x 0,96™ 4 2000)
=500 x 0,96 — 500 x 0, 96"
=500 x 0,96™ (0,96 — 1)
=500 x 0,96™ x (—0,04)

Or, pour tout n € N, 0,96™ > 0. Donc, quel que soit n € N uy11 — u, <0, et
la suite (u,) est donc strictement décroissante.
6. On a les égalités suivantes :

11

11
> up = (v +2000)
k=0

k=0

11 11
= up+ Y 2000

k=0 k=0

1—0,96!2

— - 1122

500 x 1-0.96 + x 2000
~ 28841

Soit une somme totale percue S = 10 x 28 841 = 288 410.

La somme totale que ’association espere obtenir pour I'année 2018 est d’envi-
ron 288400 euros.

LFA
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Exercice n° 3 :

Notes | Nombre d’éleves
ayant obtenu
cette note

0 0

On considere ci-contre le tableau des notes obtenues par une 1 0
classe de premiere de 35 éléves au dernier controle de ma- 2 0
thématiques : 3 1
4 1

1. Quel est le mode de cette série statistique 7 5 1
2. Quelle est I'étendue de cette série statistique ? 6 1
3. Quelle est la moyenne de la classe? 7 1
4. Déterminer la médiane de la série statistique. 8 2
Interpréter le résultat obtenu. 9 2
10 2

5. Déterminer le premier et le troisieme quartiles de la série. 11 3
Interpréter le résultat obtenu. 15 3

6. Représenter le diagramme en boite (boite & moustaches) 13 6
associé a cette série. 14 2

7. Déterminer I’écart-type de cette série. 15 3
16 2

17 2

18 2

19 1

20 0

Solution:

1. Le mode de la série est 13 (c’est la valeur du caractére qui a le plus grand
effectif).

2. L’étendue de la série est 19 — 3 = 16.

3. On note (x1; xa;---; xo0) les différentes valeurs prises par les notes et N
leffectif total de la classe. De plus, pour tout entier ¢ tel que 1 < ¢ < 20, n;
désigne le nombre d’éleves ayant obtenu la note x;.

La moyenne T vaut
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4. N = 35 donc N est impair. Par conséquent, la médiane est le terme de la série
N+1 35+1 18

2
On lit ensuite dans le tableau la valeur du 18° terme : la médiane vaut .

La moitié des éleves de la classe a obtenu une note inférieure a 13 (et la moitié
des éleéves a obtenu une note supérieure a 13).

N -
5. 3ZN: 8,75 donc Q1 est le 9° terme de la série : .
Uik 26, 25 donc Q3 est le 27° terme de la série : .

Ainsi, 25 % des éleves ont une note inférieure & 9 et 25 % des éléves ont une
note supérieure a 15.

d’indice

6. En utilisant la formule de Konig-Huygens, I’écart-type o est donné par

o=\ x2— T2

On calcule la moyenne des carrés des notes
120
3 2
x? = N;) n;x;

— 5600
On trouve 22 = —— = 160.

35
D’ou

o =160 — 122 = V16 = [4],
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Exercice n° 4

A partir d'un carré de c6té 1 cm, on construit étape par étape d’autres carrés pour
obtenir les figures suivantes :

Etape 1 Etape 2 Etape 7

Le but de cet exercice est de répondre a la question « Peut-on trouver une étape a partir
de laquelle laire de la figure dépasse 57 »

1. Soit (cpn),,>; la suite donnant les longueurs des cotés des nouveaux carrés construits
a chaque étape (I'étape correspond a n, pour n € N*).

(a) Justifier que cp =

Sl

(b) Donner la nature d
fonction de n.

)

la suite (cp),; et Uexpression de son terme général en

2. Soit (ay),~; l'aire de chaque nouveau carré créé a ’étape n.
=

1
(a) Justifier que ag = 3

1
(b) Justifier que, que que soit n € N*, a,, =

2n—1

3. Soit (Ay),»; l'aire totale de la figure a I'étape n.

1
(a) Justifier que A2 =144 x 5

(b) Soit n > 1. Exprimer 'aire A,, a I'aide du symbole Z
(c) Exprimer la somme précédente en fonction de n.

4. Répondre a la question initialement posée : peut-on trouver une étape a partir de
laquelle Paire de la figure dépasse 57
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Solution:

1. (a) Soit (¢p),»; la suite donnant les cotés successifs des cotés des nouveaux
=
carrés construits a chaque étape :

1
[ 1 et Cy =C1 X ﬁ
En effet, la longueur de la diagonale des nouveaux carrés de I’étape 2 est
égale & celle du c6té du carré initial, donc il faut diviser ¢; par v/2.

(b) De méme :
1 1
C3=0Cy X —(= = —

N
1 V2

Cn+1:CnX72:CnX7

La suite (cn)n>1 est la suite géométrique de premier terme cg = 1 et de

. 2
raison —, donc
2 M )

2
2. (a) ag est laire d’un carré de longueur de coté co = - Donc
2
(V2T 2 1
2=\ T17 3

(b) L’aire de chaque carré est donc
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3. (a) Laire totale a 'étape 2 est : 1 +4ap =144 x =3
(b) L’aire totale a 1’étape n (pour n € N*) est égale a :
1+4day+4ag+...+4a, =144 x 3 +4%x H+4X 55 +...+4X 57

g 1
On note ceci, a I'aide du symbole Z A, =1+ Z (4 X 2k_1>

(¢) On obtient :

1
4. Pour tout n € N, ——= > 0.
on—3

Donc T'aire totale de la figure est toujours strictement inférieure a 5.

Bonus

1 1
La suite (uy) est une suite arithmétique telle que uy =1 et + =2
U1r X U2 U2 X U3z

Déterminer ug et la raison r.

Solution: Deux solutions possibles :
e ug=1,r=20

13

3

Correction détaillée ici : https://www.youtube.com/watch?v=EHLcBhsM1uQ

4
.uO:— ’ng
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