1SMP1 & 1SMP2

Devoir sur table n°3

Mercredi 20 novembre 2024 - 1 heure

L’utilisation d’une calculatrice est autorisée.
La qualité de la rédaction et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans ’appréciation de la copie.

Exercice n°1 : QCM (2 points)

Pour chacune des propositions suivantes, entourer la bonne réponse (sans justification).

1) Soit (uy,) la suite
définie par, pour tout 3
2n

neN, u, =

Vn+1

Que vaut ug?

V3 2
3

[\]
5

2) Soit (uy) la suite des
entiers impairs. Quelle Upt] = Upyl = Upt1 = Upt1 =

=2
relation a-t-on entre w1 Up + 1 Up + 2 Unt1 tn 2u, + 1 2 (up +1)
et u, ?

3) Soit (uy) la suite
définie par, pour tout
neN u,=2"—n+1.
Que vaut up41?

ot _pn41 o ontl 9| ontl _p 92n

4) Soit (uy,) la suite
définie par, pour tout 3 o+ 1 9+ 2 nt1 on — 1
neN, u, =n’>+n-—1.

Que vaut upt1 — up ?

Solution:
1. 3 (réponse b) 3. 2" —n (réponse d)
2. Upt1 = Uy + 2 (réponse b) 4. 2n + 2 (réponse c)

Exercice n°2 : conjecture de Syracuse (3 points)

Soit (un ),y la suite dite « de Syracuse de premier terme 9 », c’est-a-dire la suite définie
par ug = 9 et, pour tout n € N,

. . Un . . .
o i uy, est pair, upy; = — e siuy est impair, up41 = 3u, +1

2

Donner les sept premiers termes de la suite (uy),,cy en justifiant les calculs.

LFA 2024-2025



1SMP1 & 1SMP2

DS n°3

Solution:

1. ug=9

2. ulzixuo+1:28
&quéh:M

4. U3:%:7

5. ug =3 X ug+1=22
&U5:%&:n

7. ug =3 xus+1=34

Pour information : La conjecture de Syracuse affirme que, quelle que soit la valeur
de wuyg, il existe un entier naturel n tel que u, = 1. Cette conjecture n’est toujours pas

démontrée a ’heure actuelle.

Exercice n° 3 : sens de variation (2 points)
3n

Soit (un),cn- la suite définie par, pour tout n € N*, u, = —

La suite (uy), e+ est-elle monotone ? Justifier par un calcul.

n+1

Solution: Soit n € N*,

3(n+1) 3n

Tn+l1+1 na+1
—-3n—3 3n

n—+2 +n—i—l
(=3n—=3)(n+1)+3n(n+2)
(n+1)(n+2)
—3n? —3n—3n—3+3n% +6n
n+1)(n+2)
-3
(n+1)(n+2)

Up4+1 — Un =

Puisque n e N* n+1>0etn+2>0.

Donc upq1 — upn < 0.

Ainsi la suite (up) est strictement décroissante.
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Exercice n°4 : une représentation graphique (3 points)

up=1,5

Soit (uy, la suite définie par
(tn)nen P {Vn €N, ups1 = — (un)? + Tup, — 6

On a représenté en annexe la fonction f définie par f(z) = —224 72z —6 pour tout = € R.

1. Représenter les sept premiers termes de la suite (u,) sur le graphique donné en annexe.
2. La suite (uy) semble-t-elle étre monotone ? Répondre en s’aidant du graphique.
3. Conjecturer la limite de la suite (uy,). Répondre en s’aidant du graphique.

Solution:

-

NS
W

u4
uo u1 u

05 /0 05 15 2 25 3 35 4 45 55
us

1.

2. La suite (u,) n’est pas monotone.

3. La limite de la suite semble étre environ 4, 75.
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Exercice n°5 : une suite homographique (5 points)

Uy = 5
Soit (uy,) la suite définie pour tout entier n par { 10 uy,

un—‘,—l - 10+Un

On admet que, pour tout entier n, u, > 0.

1. Calculer uq, ug et us

5 .
2. On pose v, = — pour tout entier naturel n. Montrer que (v,) est une suite
U

n
arithmétique. Donner sa raison r et son premier terme.
3. Exprimer v, en fonction de n

4. En déduire I'expression du terme général de u, en fonction de n.

Solution:
10 10 5 50
10x5 10 Wx—= 5 10 5 0x5 =
Lu=qr=ge=—g=—1=7-pu=—F=755=2
10+— 1+- 10+=S =
0+3 +3 +2 5
2. Soit n € N.
5 5
'UnJrl_Un:u_H—uf
n n
_ 5 5
T 10w, o,
10 + up,
5 5
= 1 _ 2
10Un><(0+un) U
1 10
— — % (10 _
2uy, 10 F ) = 5
:&:2
2uy,

Donc, (v,) est une suite arithmétique de raison r = 2 et de premier terme

) )
:—:7:1
o uQ 5

3. L’expression explicite de v,, en fonction de n est donc :

Up=v9+nXr=1+2n VneN

4. On en déduit 'expression explicite de u, en fonction de n :

5 )
un:—:

Up, 1+2n

VYn €N
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Exercice n° 6 : détermination d’une suite avec trois termes (5 points)
On considére une suite arithmétique croissante (uy,) telle que :

ug + U1 + ug = 84
ud + uf +u3 = 2370

1. Déterminer la valeur de ug, u et us.
n

2. Soit n € N. On note S,, = ug+uy + -+ + u, = Zul Déterminer la valeur de
i=0
I’entier n tel que S,, = 385.

Solution:

1. Notons 7 la raison de la suite arithmétique. On sait que r > 0.
On peut écrire
ug =u1 —r et ug =uy +r.

Ainsi
3u1 =84
(ug — )% 4+ u? + (ug +7)% = 2370

!

ug + u1 +ug = 84
ud + u? +u3 = 2370

II

2
U1—28
2r2 + 3 x 282 = 2370

II

1 =28
{ 8 —7)2 +282 4+ (28 + 1) = 2370

—
{ 2r :2370—3><282:18

On sait que la raison r est positive, d’ou r = 3. Les trois premiers termes de
(uy) sont
ugp = 25, up =28 et uo = 31

2. La suite (ug) est arithmétique donc son terme général s’écrit

up =ug+ kr VkeN

De plus,
S, = “0;“” x (n+1),
c’est-a-dire
2
Snzwx(n-i-l):wx(n-%l)
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On sait que S, = 385, ug = 25 et r = 3.
L’entier n vérifie donc la relation

285 — 50 + 3n

X (n+1) <= 770 = (504 3n)(n+1)

< 770 = 3n? + 53n + 50
= 3n2+53n—-720=0

On calcule le discriminant
A =53% — 4 x (=720) x 3 =11449 = 107% > 0

L’équation a donc deux racines

—53-107 80 ot ~53 4107
2x3 3 2x3

Or, n € N donc seule la valeur 9 convient. D’ou,

Bonus
Soit (un),cy la suite définie par
Uug = 2

U1:5

Vn € Ny upyo = dupy1 — 6uy

Conjecturer 'expression de u,, en fonction de n.
Indication : On pourra calculer les premiers termes de la suite.

Solution:
[ ) uO = 2
[ Ul _= 5

e Up =D XDH—6Xx2=25-12=13
e U3 =95x13-6x5=65—-30=35
e U =95x35—-6x13=175—-78 =97

On conjecture que, pour tout n € N;

Uy, = 2" 4+ 3"
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Annexe a ’exercice 4
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