1SMP1 & 1SMP2

Devoir maison n°6

A rendre lundi 28 avril 2025
Exercice 1 :

Partie A

f est la fonction définie sur [0; +oo[ par :

r—1

fla) =T g e

On note C sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; 7, 7).

1. Montrer que C admet une asymptote horizontale dont on donnera une équation.

Solution: Pour x au voisinage de +o0

:p—l_x(l—%)
z+1  z(l+1)
_1-4
1+
_ 1
On a lim szlet lim e =0
r——+00 P r——+00

Donc lim f(zx)=1-0=1

T—r+00

La courbe C admet donc une asymptote horizontale d’équation y = 1.

2. Justifier que f est dérivable et calculer sa dérivée.

Solution: La fonction f est dérivable sur [0; +oo[ comme somme de fonctions

dérivable sur [0; +oo[. Calculons sa dérivée. Pour tout z € [0; +oo],
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, d (z—1 d, B _,
re =g (i)~ ™
(x4+1)-1—(x—1) -1

—X
= @+ 1) te
rt+l-—x+1 .
 (z41)2

2 _
:72—’—@ r

(x+1)

3. Etudier les variations de f sur [0; 4-o00].

Solution: Pour tout = € [0;+oc[, on a (z+1)%2 > 0 et e~ % > 0, donc f/(x) > 0.

La fonction f est donc strictement croissante sur [0; +o00].

0—-1
De pl 0)=———eV=-1-1=-2.
Avec la limite a I'infini calculée dans la question 1, on peut dresser le tableau de

variations suivant :

4. Déterminer une équation de la tangente 7 a C au point d’abscisse 0.

Solution: Le point de la courbe d’abscisse 0 a pour coordonnées (0; f(0)) =
(0; —2).

La pente de la tangente en ce point est donnée par f/(0).

, 9
F10) = 0+ 1)2

=2+1
=3

+e 0

Une équation de la tangente T est y = f/(0)(x—0)+ f(0), c’est-a-dire y = 3z —2.
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5. Démontrer que 'équation f(z) = 0 admet une solution unique dans l'intervalle

[1; 2]. On note u cette solution. Déterminer un encadrement d’amplitude 10~! de u.

Solution:
o [ est dérivable sur [0; +oo[ et [1; 2] C [0; +o0o[, donc f est dérivable sur
[1; 2], et donc f est continue sur [1; 2].
o D’apres la question 3, f est strictement croissante sur [0; +oo[, donc en
particulier sur [1; 2].

o Calculons f(1) et f(2) :

~ 0,333 — 0,135
~ 0,198 > 0

On a donc f(1) < 0et f(2) > 0.

Donc, d’apres le théoreme de la bijection, I’équation f(z) = 0 admet une unique

solution sur [1; 2].

Encadrons maintenant cette solution u avec une amplitude de 10~!. Pour cela,
divisons l'intervalle [1;2] en sous-intervalles de longueur 0,1 et cherchons ou la

fonction change de signe.

Calculons f(1,1), f(1,2), etc. :

1,1-1
1,1) == —e bl x 48 — ~ —0,2
fA1) =1 o1 ¢ 0,048 — 0,333 ~ —0,285 < 0

)
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1,2—1

f(1,2) = 1’2+1 —e 120,091 —0,301 ~ —0,210 < 0
1,3—1 .

f(1,3):13+1—e 320,130 — 0,273 ~ —0,143 < 0
L4a-1

f(1,4):14+1—e 420,167 — 0,247 ~ —0,080 < 0
L,5—1 .

f(1,5):15+1—e D 20,200 — 0,223 ~ —0,023 < 0
L6—1 4

f(1,6):16+1—e 620,231 — 0,202 ~ 0,029 > 0

Ona f(1,5) <0et f(1,6) >0, donc u € [1,5;1,6].

Partie B

n désigne un entier naturel non nul. f,, est la fonction dérivable définie sur [0; +oo[ par :

fn(z) = Saml —e "

r+n

1. Dresser le tableau de variations de f,.

vables sur [0; +oo|. Calculons la dérivée de fy, :

fuw = o () - e
(x4+n) - 1—(x—mn) -1

(x +n)?
_x+n—x+n+e_$
 (z+n)?

2
:7”/ —’—eim
(@t )

0—n

= —e 0=—1-1=-2.
0+n €

De plus, f,,(0)

Solution: f, est dérivable sur [0; +oo[ en tant que somme de fonction déri-

= —|— eiw

Pour tout z € [0; +oo[, on a (x +n)? > 0,n > 0et e~ > 0, donc f,(x) > 0.

La fonction f,, est donc strictement croissante sur [0; +o00].
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Pour x au voisinage de 400 :

x—n:w(l—%)
z+n  z(l1+2)
1o
142
_n
lim ==1let lim e *=0.
x%+001—|—; z—+00

Donc zgrfoo falz)=1-0=1.

On peut alors dresser le tableau de variations de f, :

T 0 +o00
fu(@) +
fulx) | =2 a 1

(a) Calculer f,,(n). Quel est son signe ?

Solution:

Comme e~ > 0 pour tout n € N*, on a f,(n) <0.

(b) Démontrer par récurrence que pour tout n € N,

"> o1

Solution: Soit P, la propriété « e"t1 > 2n + 1 ».

Montrons que P,, est vraie par récurrence sur n.

Initialisation : Pour n =1, on a e!t! = ¢2 ~ 7,380 et 2 - 1+ 1 = 3. Donc

e? > 3, ainsi P, est initialisée pour n = 1.
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Hérédité : Supposons que pour un certain n > 1, on a et > 2n + 1.
Montrons que e D+ > 2(n + 1) + 1, c’est-a-dire €"+2 > 2n + 3.

>e - (2n+1) (d’apres 'hypothese de récurrence)

>27-2n+1) (care>2,7)

=5,4n+2,7

>2n+3 (car 5,4n + 2,7 > 2n + 3 équivaut a 3,4n > 0,3, ce qui est vrai pour n > 1)

Conclusion : Par le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout
n € N*.

(c) Démontrer que I'équation f,(x) = 0 admet une solution unique dans U'intervalle

[n; n+ 1]. On note u,, cette solution.

Solution:
o f est dérivable sur [0; +oo[ et [n; n+ 1] C [0; +oo[, donc f est déri-
vable sur [n; n + 1]. Donc f est continue sur [n; n + 1].
e On sait que f,, est strictement croissante sur [0; +oo[, donc en parti-
culier sur [n;n + 1].

e On a déja calculé f,(n) = —e " et fr(n) <O0.

Calculons maintenant f,(n+1) :

(n+1)—n (D)

n 1) =
Jaln+1) (n+1)+n
— 1 76—(TL+1)
2n+1
1 1

on+1 entl

D’aprés la propriété démontrée au b), on a e > 2n + 1, donc

_— .
entl " on 41
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1 1
n+1 entl

On a donc fr(n) <0et fr(n+1) > 0.

Par conséquent, f,(n+1) = >0

D’apres le théoreme de la bijection, I’équation f,(x) = 0 admet une unique

solution sur l'intervalle [n; n + 1]. On note w,, cette solution.

(d) Calculer nlg]go Up et 1

. n
im —
n—oo n

Solution:

e Onan < uy, et lim n=+oo. Donc d’apres le théoreme de compa-

n—-+o0o
raison, lim wu, = +o0.
n—4o0o
e On sait que u, € [n; n+ 1], donc n < u, < n+ 1.
1
Par conséquent, 1 < — <14 —.
n n

1
Ona lim 1+-—=1.

n—-+oo n

Ainsi, d’apres le théoréeme des gendarmes, on en déduit que

lim — =1
n—oo n

Page 7 sur 7 2024-2025



