1SMP1 & 1SMP2

Devoir maison n°4
A rendre le mercredi 4 décembre 2024

En janvier 2021, Alex se décide d’acheter un scooter cofitant 5700 euros sans apport
personnel. Le vendeur lui propose un crédit a la consommation d’un montant de 5700
euros, au taux mensuel de 1,5%. Par ailleurs, la mensualité fixée & 300 euros est versée
par emprunteur a 'organisme de crédit le 25 de chaque mois.

Ainsi, le capital restant di augmente de 1,5% puis baisse de 300 euros.

Le premier versement a lieu le 25 février 2021.

On note ¢, le capital restant dii en euros juste apres la niéme mensualité (n € N).

On convient que ¢ = 5 700.

Les résultats seront donnés sous forme approchée a 0,01 pres si nécessaire.

1. Calculer ¢ et co.

Solution: A la fin du mois de février, le capital restant di est égal au capital
emprunté, 5700 €, augmenté de 1,5% et diminué des 300 € remboursés.

1,5

100

Le coefficient multiplicateur d’une augmentation de 1,5% vaut 1+ =1,015.

Ainsi, on a :

c1 =5700 x 1,015 — 300 = 5485,5 €

De méme, a la fin du mois de mars,

cp = 5485,5 x 1,015 — 300 = 5267,7825 ~ 5267,78 €

2. Justifier que, pour tout n € N, ¢, 11 = 1,015¢, —300. Quelle est la nature de la suite

(cn)neN ?

Solution: A la fin du mois n+1, le capital restant dii est égal au capital restant
da a la fin du mois précédent, augmenté de 1,5% puis diminué du montant du

remboursement mensuel (300 €) :

Cnt+1 =Cp X 1,015 —-300 Vn =0

3. On consideére la suite (vy,) définie par, pour tout n € N, v, = ¢, — 20000.
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(a) Montrer que la suite (vy),cy est une suite géométrique dont on précisera le

premier terme et la raison.
(b) En déduire l'expression de v, en fonction de n.

(c) Exprimer ¢, en fonction de n.

Solution: Soit n € N. Calculons v, :

Unt1 = Cpy1 — 20000 = ¢, x 1,015 — 300 — 20 000
=1,015(¢, —20000) + 1,015 x 20000 — 20 300
= 1,015(¢c, —20000)
=1,015v,

Donc, (v,) est une suite géométrique de raison ¢ = 1,015.

Son premier terme est :

vg = cgp — 20000 = 5700 — 20000 = —14 300
Son terme général admet ’expression explicite :

vp =09 X ¢ = —14300 x 1,015™, VneN
On en déduit 'expression explicite de ¢, :

¢n = v + 20000 = 20000 — 14300 x 1,015", VneN

4. On note i, les intéréts a verser au niéme mois, pour tout n > 1.

(a) Exprimer i, en fonction de ¢,,_1 et en déduire que i,, = —214,5x 1,015~ 1 +300

(b) Calculer la somme des intéréts versés pour rembourser le prét.
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Solution: Soit n > 1. Les intéréts a verser au mois n sont égaux a 1,5% du

capital restant di a la fin du mois précédent :

in = 0,015 X ¢,_1
= 0,015 x (20000 — 14300 x 1,015" 1)
=300 —214,5 x 1,015" 1.

Calculons la durée du prét. A la calculatrice, on établit le tableau des valeurs
de ¢,. On observe que cgo ~ 157,84 €. Ceci signifie qu’a la fin du 22°™¢ mois, le
capital restant di n’est plus que de 157,84 €. Le prét sera totalement remboursé
en 23 mois.
Les intéréts a verser au début du 23°™® mois ne sont pas calculés avec la formule
précédente. On a :

193 = 0,015 x 157,84 = 2,37€

La somme des intéréts versés pendant toute la durée du prét est égale a :

22
S=2,3T+ i
k=1
22
=300 —214,5 x 1,015""!
k=1
22 22
=2,37+ > 300—214,5 x »_1,015""!
k=1 k=1
= 2,374 22 x 300 — 214,5 x (141,015 + - - - + 1,015%)
1—1,015%
= 2,37+ 6600 — 214,5 x 101

La somme des intéréts versés pendant toute la durée du prét est ’ S =~ 1060,21 €

5. Pour aller plus loin, on se place dans le cas général :

on considére que l'on emprunte une somme Cjp & un taux mensuel ¢ avec une
mensualité M. Déterminer, en fonction de n, le capital C,, restant dii chaque mois,

puis les intéréts I,, pour n > 1.
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Solution: Avec le méme raisonnement que pour I'exemple précédent, on trouve
que C,, vérifie :
Cn+1:CnX(1+t)—M V?’L>O

On note ¢ la solution de I’équation
C=0x(1+t)— M

c’est-a-dire

=M
t

et V,, = C), — £ pour tout n € N.
On a:
Vn+1:Cn+1—£:CnX(1+t)—M—E

=1+t)(Cn =0+ Q+t){—M—1
=(14+t)(Cr—0)+0
=1+,

(V,,) est donc une suite géométrique de raison 1+ ¢ et de premier terme

M

On en déduit 'expression explicite de V,, :
n M n
Wn €NV, = Vo x (1+)" = (cot) < (14 1),
puis celle de C, :
M M
VneN,C’n:Vn—i—K:T—i— (C _t) x (14+t)".
Les intéréts diis au début du mois n sont donc donnés par :

M M
VneN*"I,=txC,_1=1x (t+ (Cot> ><(1+t)”_1>

c’est a dire :

¥n € N*, I, = M + (Cot — M) x (1 + )" !
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