1. Généralités
A. Définitions
m DEFINITION :

Soit n et p deux entiers strictement positifs.

Une matrice n X p est un tableau de nombres,
contenant n lignes et p colonnes.

« n x p» s’appelle sa dimension ou encore son
format.

Les nombres du tableau sont appelés termes ou
coefficient de la matrice.

Remarque : On indique le nombre de lignes en
premier. Procédé mnémotechnique : LIN-COL (du
nom du président américain Abraham Lincoln)

Notation : On peut utiliser un « double indice ». Par
exemple ao3 représente le nombre a l'intersection de
la deuxieme ligne et de la troisieme colonne.

a;x Qa2 @13 ... Qip

G21 Q22 Q23 ... Qgp
M= @ azx a3 ... G | = (a;)1<i<n
1<j<p

Ap1 Ap2 Apz ... anp

B. Cas particuliers - vocabulaire
B VOCABULAIRE :

Une matrice ligne est une matrice qui ne contient
qu’une seule ligne (donc une matrice 1 X p, avec
pEN)

Exemple :

(2 3 9) est matrice ligne de taille 1 x 3.

B VOCABULAIRE :

Une matrice colonne est une matrice qui ne
contient qu’une seule colonne (donc une matrice
n X 1, avec n € N¥)

Exemple :

2
3 | est une matrice colonne de taille 3 x 1.
9
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B VOCABULAIRE :

Une matrice carrée est une matrice qui a autant
de lignes que de colonnes (donc n = p).

Exemple :

1 2 3
4 5 6
78 9

est une matrice carrée de dimension 3.

B VOCABULAIRE :

Une matrice diagonale est une matrice carrée
dont tous les coefficients situés en dehors de
la diagonale principale (celle issue du coin
supérieur gauche et allant vers le coin inférieur
droit) sont nuls.

Exemple :

300
050

007
3.

est une matrice diagonale de dimension

B VOCABULAIRE :

Une matrice scalaire est une matrice diagonale
dont tous les termes qui sont situés sur la diagonale
principale sont égaux.

Exemple :

4 0 0
040
00 4
ou tous les éléments diagonaux valent 4.

est une matrice scalaire de dimension 3

B VOCABULAIRE :

Une matrice unité est une matrice scalaire dont
tous les coefficients situés sur la diagonale principale
sont égaux a 1. On la note I,,.

Exemple :

100
010
0 01

est la matrice unité I3 de dimension 3

B VOCABULAIRE :

Une matrice nulle est une matrice dont tous les
termes sont nuls.

Exemple :

(8 8 8) est une matrice nulle de taille 2 x 3
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B VOCABULAIRE :

Une matrice triangulaire supérieure est une
matrice carrée dont tous les coefficients en dessous
de la diagonale principale sont nuls.

Exemple :

1 2 3
0 45
0 06
de dimension 3

est une matrice triangulaire supérieure

B VOCABULAIRE :

Une matrice triangulaire inférieure est une
matrice carrée dont tous les coefficients au-dessus
de la diagonale principale sont nuls.

Exemple :

1 00
4 5 0
78 9
de dimension 3

est une matrice triangulaire inférieure

B VOCABULAIRE :

Une matrice strictement triangulaire
supérieure est une matrice carrée dont tous les
coefficients de la diagonale principale et en dessous
sont nuls.

Exemple :

0 2 3
0 05
000

supérieure de dimension 3

est une matrice strictement triangulaire

B VOCABULAIRE :

Une matrice strictement triangulaire
inférieure est une matrice carrée dont tous les
coefficients de la diagonale principale et au-dessus
sont nuls.

Exemple :

000
4 0 0
78 0

inférieure de dimension 3

est une matrice strictement triangulaire

m DEFINITION :

Deux matrices A et B sont égales si elles ont la
méme dimension n X p et si, pour tout couple (i; j)
dans [1; n] x [L; p],

Qij = bij
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C. Opérations sur les matrices
a. Transposition
m DEFINITION :

Soit A une matrice a n lignes et p colonnes, dont

les coefficients sont (a;;)1<i<n. La transposée de
1<y<p
A, notée A ou AT est la matrice a p lignes et n

colonnes dont le coefficient de la i-eme ligne et de la
j-éme colonne est (a;;). Autrement dit, on permute
les termes des lignes et des colonnes.

Exemple :
123T_;§t78T_79
456_366910_810

a. Addition
m DEFINITION :

Soient deux matrices A et B de méme dimension
n X p.

La matrice somme des matrices A et B est la
matrice C' = (¢; ;) dont les coefficients sont définis
pour tout couple (i; j) dans [1; n] x [1; p] par :

Cij = Qij + bi

[\ Attention
On ne peut additionner que deux matrices de
méme dimension n X p, en ajoutant les coefficients
de méme position.

Exemple :
2 3 3 =3 2+3 3-3
—4 0 |+|1 4|=|-44+41 0+4
1 =2 2 0 142 =240
5 0
=|1-3 4
3 =2
m PROPRIETE :
L’addition de matrices est une opération

associative, c’est-a-dire que, si A, B et C sont
trois matrices de méme dimension,

(A+B)+C=A+(B+C)
m PROPRIETE :

L’addition de matrices est une opération
commutative, c’est-a-dire que, si A et B sont
deux matrices de méme dimension,

A+B=B+A
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b. Multiplication par un réel

m DEFINITION :

Soit A = (a; ;) une matrice de dimension n x p et
keR.

Le produit du réel k£ par la matrice A est la
matrice M = (m; ;) dont les coefficients sont définis
pour tout couple (i; j) dans [1;n] x [1;p], par :

Mij =k X a;

Exemple :
3 % 2 4 -1\ (3x2 3x4 3x(-1)
5 =2 0) \3x5 3x(-2) 3x0

(6 12 -3
— 15 -6 0

Remarque : Une matrice scalaire de dimension n,
dont tous les termes de la diagonale principale valent
k, peut donc s’écrire k x I,,.

m PROPRIETE :

Si A, B et C sont trois matrices, et si k et &’ sont
deux réels, on a :

e k(A+B)=kA+ kB

e (A+B)+C=A+(B+0),
qu’'on écrira A+ B+ C

e KA+ KA=(k+kK)A

e k(KA)=(kK')A

Exemple :

Un libraire posseéde deux magasins. Il crée une
matrice S de la maniere suivante : il reléeve les
stocks de deux livres Ly et Ly (dans les colonnes 1
et 2 respectivement) dans le premier magasin M;
et le second magasin M, (dans les lignes 1 et 2
respectivement).

) 15 30
11 obtient : S = <26 25).

 Interpréter le coefficient sy ».

51,2 est le coefficient de la premiere ligne et de
la deuxieme colonne de la matrice S. Il s’agit
des ventes du livres 2 dans le premier magasin.
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e Le libraire décide d’augmenter les stocks en

livrcant 10 exemplaires du livre L; et 15
exemplaires du livre L, dans chaque magasin.
Traduire cette opération par une addition de
matrices.

10 15
10 15
effectuée est A + B.

On pose B = . Alors l'opération

Apres deux semaines de vente des livres, la

. 4
matrice des stocks est : S’ = 6 8
décide d’augmenter chacun des stocks de 50 %.
Exprimer la nouvelle matrice des stocks S” en

fonction de 5".

On obtient S” =1,55".

. Le gérant

Exemple :

Soient les matrices A = (1 6) et B = (1 2).

6 10 2 4

e Calculer A+ B et 2A - 3B

2 8
A+B_<81Q
-1 6
s (39)
Montrer qu’il existe deux réels x et y tels que :
A=zl +yB.

[z 0O Yy 2y

_(r+y 2y
T\ 2y z+4y

r+y=1
A=zl +yB <~ 2y =256
x+4y =10

Les deux premieres équations du systéme donne
y = 3, et donc x = —2. On vérifie dans la
troisieme équation :

r+4xy=-2+12=10

Donc A = —21, + 3J.
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c. Multiplication de deux matrices by
. b1
m DEFINITION : X
Soit une matrice ligne A = (am o ... aLP) — -
b i-eme ligne
1,1
. b2,1
et une matrice colonne B = : comportant ar1 Q1 v Q1
bpl Q21 Q22 --° Az
chacune p coefficients. :
Le produit de la matrice A par la matrice B, N W%
noté A x B est la matrice C' = (c1,1) ol Gil @2 g i Gt
» : : : :
c1,1 = Z a1k X bk,l Qp1 Qp2 " Apg - App Cm,1
k=1
= X b1+ Xbyg+ -+ X b
11 1,1 T Q1.2 2,1 a1,p p,1 Exemple :
Exemple :
A Soit A = _21 g) eth(é).
Soit A = (1 —2) et B= < 3 ) Calculer A x B. Calculer C = A % B.
C=AxB=(-10) C:AXB:<2>
-1
SoitA:(S —4 3)etB: 2 1. Calculer C =1, x Bou B = 5
J 2
Calculer A x B. C:]QXB:<_>
C=AxB=(11) 3
Trouver le réel = tel que A x B =C —1
9 Calculer C = I3 x Bou B= | 2
oﬁA:(—B x Qx),B: 5 etC’:(l). 3
-1 —1
C=AxB=(—6+05z—2x)=(-6+3z) C=1I3xB= g
On veut que C' = (1), donc on résout —6+ 3z = 1, by
ol T b2,
LeAT =g Est-il vrai que pour toute matrice | " |,
- bn,l
m DEFINITION : 0
Soit A une matrice de dimension n X p et B une Inx B=2B1
matrice colonne de dimension p x 1. Pest vrai!
Le produit de la matrice A par la matrice B,
noté A x B est la matrice colonne C' = (¢;1) dont
les coefficients sont définis pour tout i € [1;n] par :
p
Ci1 = Z ;) X bk,l
k=1
=ain X b1+ a2 Xbyr -+ aipXby
Ainsi, la i-eme ligne de C = A x B est le produit
de la i-eme de A par la matrice colonne B.
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m DEFINITION :

Soit A une matrice de dimension n X p et B une
matrice de dimension p X m.

Le produit de la matrice A par la matrice
B, noté A x B est la matrice C' = (¢; ;) dont les
coefficients sont définis pour tout couple (7;j) dans
[1; n] x [1; m], par :

P
Cij = D Qg X by
k=1
= a1 X b1j+ a2 Xbyj+ -+ aipXby;

Le coefficient ¢; ; de A x B est donc le produit de
la 7-éme ligne de A par la j-eme colonne de B.

b1,1b1,2° - b1t - bim
X b21b22: - b2t + *bam
bpiby2: byt + bpm

@1,181,2° " Q15" A1p Cr1Cr2- Cr;°""Cip
(2,102,2° " Q25" A2p C2,1 G227+ C2j° " C2p
ai,l ai,2 .. 'ai,j .. 'ai,p cz:,l Ci,z oo C'Z,j B cz:,p
a;l?la,':l72. : .a,’:’ﬂj. : .a”’ltvp CT""?lCT;’/?z. . .crr;"/7j' : .C,n:l?p

Remarque : Le produit matriciel A x B n’a de sens
que si le nombre de colonnes de A est le nombre de
lignes de B.

Remarque : Le nombre de lignes du produit A x B
est celui de A et son nombre de colonnes est celui
de B.

Exemple :
1 -1
Soit A=1[2 3 eth(_O1 g g)
0 1
Effectuer, lorsque c’est possible, les produits A x B
et B x A.
1 2 1
AxB=|-3 4 17Tl et Bx A= (_41 14())
-1 0 3
[\ Attention
La multiplicative de matrices n’est pas
commutative.
Exemple :
. -2 1 3 4
Soit A = 1 0 et B = (_1 2). Calculer

A X B puis B x A.
-7 —6
A><B—<3 4>

-2 3
B><A—<4 _1>
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m PROPRIETE :

Lorsque ces produits et sommes ont un sens :
e AxI, =1, xA=A

e (A+B)xC=AxC+BxC

e AX(B+(C)=AxB+AxC

e AX(BxC)=(AxB)xC

e Vke R, k(AX B) = (kA) x B=Ax (kB)

Exemple :

) 2 —1 5 4
801tA—<3 0>etB—<1 8>'

Calculer (A + B)2.

(7 3 o (61 45
A+B_<4 8) et (A+ B) _<60 76)

Exemple :

. 5 —4 1 -1
Soient A = i _3 et J = <1 _1)
Calculer A2 et J2.

9 -8

2 _ 2 _

A = —8 7 > et J = OQ.

Vérifier que A = 4.J + I, et retrouver ainsi A%

4 —4 10
wene (b )00

Alors

A2 = (4] + L)
=16J24+4J x I, + I, x 4] + I?
=4J x Iy +4J x I + I2
=8I x I+ 1,
=8J + I

- (2 :S) + (é (1)>
(57

Exemple :

Un fleuriste propose deux types de bouquets :
« Classique » et « Elégance ». Chaque mois, les
ventes évoluent selon les tendances suivantes :

— Les ventes du bouquet « Classique » au mois
n + 1 sont égales a 0,8 fois les ventes du
« Classique » plus 0,3 fois les ventes de
I’« Elégance » au mois n.

— Les ventes du bouquet « Elégance » au mois
n + 1 sont égales a 0,2 fois les ventes du
« Classique » plus 0,7 fois les ventes de I’
« Elégance » au mois n.
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En janvier (mois 0), le fleuriste a vendu 50 bouquets
« Classique » et 30 bouquets « Elégance ». Notons
C,, les ventes du bouquet « Classique » et E,, les
ventes du bouquet « Elégance » au mois n.

1. Exprimer C, 1 et F, .1 en fonction de C,, et E,,.

On+1:078><0n+073><En
E,.1=02xC,+0,7%x E,

2. En déduire la matrice A telle que

On—l—l _ Cn
(5) = ()

On peut réécrire le systeme sous forme
matricielle :

Coir) (0,8
Enii) 0,2

La matrice A est donc égale a (07 8 0, 3)

0,2 0,7

Quelques exemples de propriétés non vérifiées
par les matrices :

Exemple :

Soient les matrices A = <4 8), B = (2 1) et

12 2 2
2 1
o-( )

Que remarque-t-on ?

24 20 24 20
AXB—<6 5 etAxC_<6 5).
On adonc Ax B=AxC, mais B # C
(avec A # Oy).

. Calculer les matrices Ax B et AxC.

Exemple :

Soient A = L1 et B = (_2 1 ) Calculer

2 2 2 -1
A x Bet B x A. Que remarque-t-on ?
AXB:OQQtBXA:OQ.

Ainsi, il n’est pas vrai de dire que

AXB:OQZ>A:OQOU.B:OQ

m DEFINITION :

On dit que I'ensemble des matrices a des diviseurs
de 0 non nuls (& droite et a gauche).
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Exemple :

0O 0 0
Soit A=| 4 0 0. Calculer A2 et A3.
10 5 0
A2=Ax A
0 0 O 0 0 0
=14 0 0lx|4 00
10 5 0 10 5 0
0 0 O
=10 00
20 0 O
A=A x A
0 0 0 0 0 0
=10 0 0l x4 0O
0 0 0 10 5 0

On a A? = Os, alors que A # Os.
m DEFINITION :
Soit A un matrice carrée de dimension n.
S'il existe k € N tel que A* = O, alors on dit que
la matrice A est nilpotente d’ordre k.

Exemple :
3 2 0
Soit A=1[-2 0 1 |. Calculer A? et A3.
0 —4 -3
A2=Ax A
3 2 0 3 2 0
0 -4 -3 0 -4 -3
5 6 2
=-6 -8 -3
8 12 5
AP =A% x A
5 6 2 3 2 0
=-6 -8 -3|x|—-2 0 1
8 12 0 —4 -3
3 2 0
=1-2 0 1
0 -4 -3
=A

On a A% = A, alors que A® # O3 et A # Is.
B DEFINITION :

Soit A un matrice carrée de dimension n.
S’il existe k € N tel que A* = A, alors on dit que
la matrice A est idempotente d’ordre k.
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D. Inverse d'une matrice carrée (dite
inversible)
m DEFINITION :

Si A est une matrice carrée de dimension n et s’il
existe une matrice B telle Ax B=B x A= 1, ou
I,, est la matrice unité de dimension n, alors on dit
que la matrice A est inversible et la matrice B est
appelée matrice inverse de A et est notée AL

m DEFINITION :

Si une matrice n’admet pas d’inverse, on dit qu’elle
est non inversible ou singuliere.

Remarque : On démontre, et nous 'admettrons, qu’il
suffit de prouver 'une des deux égalités (par exemple
A x B =1,), Pautre égalité (B x A = I,,) étant alors
toujours vérifiée.

Remarque : On verra plus loin une formule donnant
directement l'inverse d’une matrice carrée inversible
2 x 2.

Pour les dimensions supérieures, le résultat sera donné
par la calculatrice.

2. Applications

A. Résolution de systémes linéaires
m DEFINITION :

Un systéme linéaire de n équations a p
inconnues s’écrit :

a11%1 + a12%2 + ...+ a1pTp = by
a91T1 + A99xo + ... + QopTyp = b2

ol les n x p réels (a;j)1<i<n sont donnés, ainsi que
Isj<p
les n réels (b;), ;,,- On cherche les p réels (z;), ;-

m PROPRIETE :
@11 A2 ... Qip 1
a1 Qo ... @ x
Avec M = S » V = 2
Ap1 QApo2 ... Clnp xp
by
by
et B = , le systeme peut s’écrire
by,
M xV =B
m PROPRIETE :

Si la matrice M est carrée (i.e. sin=p ) et si, de
plus, M est inversible, alors la solution sera

V=M7"!xB.
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B. Le cas des matrices 2 x 2

Dans le cas d'une matrice de deux lignes et deux

a

colonnes, de la forme M = il est possible (et

b

d)
méme préférable) de chercher si elle est inversible sans
faire usage de la calculatrice. On forme pour cela son

déterminant, noté :

a b a b
det =

c d c d
Remarque : On reconnaitra ’expression utilisée en
Géométrie pour étudier la colinéarité de deux vecteurs.

m PROPRIETE :
La matrice M = (

‘:ad—bc

a

b) est inversible si et
c d

seulement si

ad —be # 0
Exemple :
) 1 -2 : )
La matrice A = <3 B 5) est-elle inversible ?
1 =2
det (A) = ’3 _5’
=1x(=5)—3x(-2)
=-5+46
=—1

On a det (A) # 0, donc A~! existe et A est une
matrice inversible.

m PROPRIETE :

b
La matrice inverse de M = (CCL ) est alors :

d

—1
1 [a b 1 d —b
= (c d) " ad — be (—c a

Remarque : Outre l'inverse du déterminant en
facteur, la matrice obtenue permute les coefficients de
la diagonale principale (a et d) et change les signes
des coefficients de I'autre diagonale (b et c).

Exemple :

L’inverse de la matrice A précédente est donc

1 [/—
Al = — <_§ ?), c’est-a-dire

(5 =2
=7
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