Séquence XIII- Nombres complexes (partie 1)
Exercices en autonomie - 2 juin 2025

4 Exercice 1

e z=(3+1)(—13—2i)

o z=i(1—-1)3
2—3i

e Z =
8 + 5i
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L] Z:' —
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Déterminer le conjugué de chaque nombre
complexe et donner sa forme algébrique.

Solution de ’exercice 1
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4 Exercice 2

aque nombre complexe sous sa forme

algébrique.
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Solution de ’exercice 2

_2+i

3 +i
2+1 3—1
3+1 3—1
_6 21+ 3i+1
T 32 4 12
_7+i

10

(2411 —40)
N i+ 1
_2-8iti+4
N i+1
6-—7 —i+1

X
i+1 ° —i+1
—6i4+6—7—Ti
12 + 12
—1—13i

2




rgExercice 3

Soit z = = + iy, = et y étant deux réels tels que
5
(z;y) # (1;0). On pose Z = Fra

I’ensemble des points d’affixe z tel que :

. Déterminer

o 7 soit un nombre réel (indice : il faut donc
que la partie imaginaire de Z soit nulle... Il
faut donc déterminer la partie imaginaire
de Z en fonction de x et y, puis chercher la
condition attendue...)

e Z so0it un imaginaire pur (Indice : un
raisonnement analogue, mais avec la partie
réelle...).

4 Exercice 4
Résoudre dans C chacune des équations suivantes.

e 222 -624+5=0
e 224241=0

Sol

Z

e On veut que Z soit un nombre réel. Il faut donc

ution de ’exercice 3

z+ 21

z—1

T +1y + 21

r+iy —1

r+i(y+2)

r—141iy

r+i(y +2) ><x—l—iy

r—1+1y r—1—-1iy
r(x—1)—izy+ily+2)(z — 1)+ y(y + 2)

(z = 1)+
x4y +2)+i(y+2)(z - 1) —zy)
(@— 12+

que sa partie imaginaire soit nulle.
(y+2)-1-ay
(x—1)2+y?
Say—y+2r—2—zy=0et (z;y) # (1,0)
S2r—y—2=0e¢t (z;y) # (1;0)

Cela signifie donc que :

L’ensemble des points tel que Z soit un nombre
réel est donc la droite d’équation 2z —y —2 =0

privée du point de coordonnées (1;0).

On veut que Z soit un imaginaire pur. Il faut donc

que sa partie réelle soit nulle.

z(r—1)+y(y+2)
(x —1)2+¢?

St —z+yP+2y=0et (z;y) # (1;0)

=0

Cela signifie donc que :

o (x - ;)2—i+(y+1)2—1 — Oet (2:y) # (1:0)

o (e=g) +=" et (5:9) £ (10

L’ensemble des points tel que Z soit un imaginaire

1
pur est donc le cercle de centre (2; —1) et de

rayon —- privé du point de coordonnées (1;0).

e 224+224+1=0

Solution de I’exercice 4
e 222 —-62+5=0
On calcule le discriminant :
A=(—6)?-4x2x5=-4<0
L’équation possede donc deux racines complexes :

6 —iv4 3—iet 34+
= Z:Z:
4 2 2 1

¢« 224+2+1=0
On calcule le discriminant : A=12—4=-3 <0

21 =

L’équation posseéde donc deux racines complexes :
—1—iV3 . —1+iV3

=— et 2o =721 = —

e 224+224+1=0
Attention, il ne s’agit pas d’une équation du
second degré "classique'. On doit donc passer par

la forme algébrique de z = x + iy.

21

On obtient ainsi :

24+22+1=0
e (r+iy)?+2@—iy) +1=0
& a? —y? 2wy +22 -2y +1=0
Sy +22+1+i(20y —2y) =0

On doit donc résoudre le systeme :

20y — 2y =0 2y(x —1) =0
1)? =2 =0
@{(Wr) y

{xZ—y2+2x+1:0 @{(:c—l—l)Q—y?:O

y=0ouz=1

Si y = 0 alors en remplacant dans la premiere
équation, on trouve (z + 1)? = 0 soit z = —1.

Si x = 1 alors en remplagant dans la premiere
équation, on trouve 4 — y? = 0 soit y = 2 ou
y=—2.

Les solutions de ’équation sont donc : —1, 1 + 2i
et 1 — 2i.



gExercice 5
e On considere un réel ©b.
(22 +bz+4) (22— bz +4).

e En déduire les solutions
I'équation z* 4 16 = 0.

Développer

complexes de

Solution de ’exercice 5

(22+bz+4) (22—b2+4)

=2 — b2 + 422 + 2% — 0222 + 4bz + 427 — 4bz + 16

=z'+ (8= 1) 22 + 16

o Posons b = 2v/2 alors b? = 8.
Ainsi, d’apres la question précédente,

(z2+2\/§z+4) (zz—z\/éz+4) — 24116

Un produit de facteurs est nul si, et seulement si,

un des facteurs au moins est nul.
Donc

A 4+16=0
& 22 +4=00u22—2V22+4=0
e Pour 22 +2v22+4=0

A=-8<0

Il y a donc deux solutions complexes :

—2v2 —1V8
21:\/_21\/—:— 2 —1iv2 et
n=7=-V2+iV2

e Pour 22 —2v2244=0
A=-8<0

Il y a donc deux solutions complexes :

2v/2 —iy/8
z3 = \/_21\/_ — \/§ — 1\/5 et
u=7=v2+iv2
Les solutions de 1’équation z* + 16 = 0 sont donc

—V2—1iV2, —V2+iV2, V2 —ivV2 et V2 +iV2

g Exercice 6

Pour tout nombre complexe z on pose
P(z)=2*—1

 Factoriser P(z).

o En déduire les solutions dans C de 1’équation
P(z)=0.

o En déduire les solutions dans C de 1’équation

2 4
(Z—I—l) 1
z—1

— Si on pose Z =

Solution de ’exercice 6

e Ona

—1= (z2)2—12

(2 =1) (2 +1)

=(z-1)(z+1) (2 +1)

— Un produit de facteurs est nul si, et seulement si,
I'un de ses facteurs au moins est nul.

onc

P(z2)=0&2—-1=0o0uz+1=00uz’*+1=0

sSz=louz=—-1louz*=-1

Les solutions de I’équation P(z) = 0 sont donc —1,

1,iet —i.
2 1\4
z+ ) _q
z— z—1
est équivalente & P(Z) =0« Z=10u Z =—1 ou
Z=iouZ = —i.

Soit a € C

2z+1 _, .
1 I’équation (

Z:a<:>2Z+1:a
z—1
S2z+1=a(z—1)et z#£1
S2z4+1=az—aet z#1
S 2—a)z=-1—-aetz#1

=z =

a
t 1
7 4 et z #

Par conséquent Z =1 2= -2
Z=-1<2=0

—1—-i —1-3i
J=1&z= &z =
AT T 5
) —1+i —1+3i
Z=-iG2= S z=——
2 —(—i) 5
Les solutions de 1’équation initiale sont donc
13 143
2.0, 3i ot + 3i
5 5



rgExercice 7

On considere dans C I’équation
(B): 22—(1-1)22+(1—-i)z+i=0

« Montrer que (F) posséde une unique solution
imaginaire pure.

« Résoudre dans C l'équation (F).

Solution de I’exercice 7
» Soit y € R alors iy est un imaginaire pur.
Supposons que iy soit une solution de (F£).
Par conséquent

14+iv3 1—iv3
5 et z9 = 5

21 =

Les solutions de (E) sont donc

C1+iV3 . 1—1iV3
, e .

—1
2 2

iy solution de (E) < (iy)* — (1 —1i)(iy)* + (1 —i)iy +i=0
& =iy’ — (1—1) x (=) +iy+y+i=0

s i+ -t +iy+y+i=0
<:)y2~|—y+i(1+y—y2—y3):()
o Jyly+1) =0
a2 3
l+y—y -y’ =0

:O = —
- Y ou y 1
l+y—y’—y*=0

0 n’est pas solution de I'équation 1+y—1y%—13° = 0
—1 est solution de I'équation 1 +y — 3% — 3> = 0.
Par conséquent la seule solution imaginaire pure
possible est —i

Vérifions que —i est bien solution de (E)

(=1)* = (L= D)(=1)* + (L = §)(~1) +1

=i+1l—-i—-i—1+4i

=0
Donc —i est 'unique solution imaginaire pure de
I'équation (F).

 Puisque —i est solution de (E) on peut factoriser

le polynome par (z +1i).
On cherche donc les nombres complexes a et b tels
que :

(z4+1) (2 4+az+b)=22—(1—-i)22+ (1 —1i)z+i

(z+1) (22+az+b) = 2° +az® + bz +i2* + aiz + bi
=22+ (a+1)22 + (b+ai)z + bi

Par identification on a donca = —-1let b=1

Ainsi (B) & (z+1)(z2—2+1)=0

On considere I’équation 22 — 2 +1 =0

A=-3<0

Il y a donc deux solutions complexes :






