Séquence XII- Géométrie dans I’espace
Vecteurs coplanaires

4 Exercice 1

On considere le cube ci-dessous :

H C
D G

R B
AL B

Compléter les égalités vectorielles suivantes avec
des sommets du cube AEBFDGCH

AB+ED=A4...

EG+DC=AH+F...

AE+GH=..B
FB+CD+FC =G

Solution de ’exercice 1

AB+ED = AH
ECG+DC = AH + FB
AE +GH = EB

FB+CD+FC=FG

4 Exercice 2

On considere les huit cubes accolés de la figure
ci-dessous :

K’ L’ M’ N’ O’
K L ~+ M~ N _ 7 O

RSN I 2. 3 O 3 S O
Fl.-% 1 R | R

ALLBLL gD JE
A B C D E

Compléter chacune des égalités suivantes en
utilisant un point (nommé) de la figure.

AL+ AN = A

Bl +GA+270 = A
DE+GO—AA=.. . O

Solution de ’exercice 2

2AB + AL = AC
AB 4+ AP =CJ
3AB 4 AG + AF = 40

H —9AF = LD




4 Exercice 3
Soient 7, ? et k trois vecteurs non-coplanaires.

_)
1. Soient?zj—?, V=27 +k et
W=27+Fk.
Les vecteurs 7, T et W sont-ils coplanaires 7
%
2. Méme question avec : U="7- ? + k

_>
U =27+ ket =37-7.

Solution de I’exercice 3
Pour déterminer si trois vecteurs sont coplanaires, on
peut vérifier s’il existe une combinaison linéaire, c¢’est-a-

dire s’il existe (a; 8) € R? tel que U =at + 57

1. Cherchons a exprimer W comme combinaison
linéaire de o et . Supposons quil existe
(a; B) e R2 tel que W = a¥ + . Alors

T=a(2?+E)+8(27+F)
— 2T +ak +287 45K
%
=207 + 287 + (a+8) k

On obtient ainsi le systeme :

4 1

“ T2

20 = 1 1

26 =-1 ey P =-3
a+p=10 1 1

3797 !

1 1
Donc o = 57 — 57 Ainsi les vecteurs W,

et W sont coplanaires.

2. Cherchons a exprimer W comme combinaison
linéaire de v et . Supposons par l'absurde qu’il
existe (a; B) € RZ tel que W@ = a¥ + 7. Alors

_>
U=a(27+k)+BB7-7)
— 27 +ak +387 — 87
— (204387 - 87 +ak

On obtient ainsi le systeme :

20+ 36 =1 2+ 36 =1
-8 =-1 ie. g =1
o' =1 « =1

Ce systeme n’admet de solution (la premiere
équation n’est pas vérifiée pour a = 1 et g = 1.
Donc il n’existe pas de combinaison linéaire telle

que U =at + ﬁ@. Ainsi les vecteurs 7, T et
W ne sont pas coplanaires.

A Exercice 4
ABCDEFGH est un cube, I est le milieu de
[AD], J est le milieu de [BC|] et K celui de [FG].

Démontrer que la droite (AK) est parallele au plan
(IHJ).

Solution de I’exercice 4 Pour démontrer que
la droite (AK) est parallele au plan (I H.J), nous allons
montrer qu'un vecteur directeur de la droite (AK) est
un vecteur du plan (IHJ). Le plan (IJH) est le plan
qui passe par le point I et qui admet comme couple de
vecteurs directeurs <I7 ; ﬁi} ) (ou ﬁ et ﬁi} sont non
colinéaires).

Exprimons AK comme combinaison linéaire de 17 et
I H pour montrer que ces trois vecteurs sont coplanaires.

AK = AB + BK
— 1) +JC
—TJ+TH

—
Ainsi AK, ﬁ et i)/ sont coplanaires, et donc la droite
(AK) est parallele au plan P (I; 17; IT'->I> = (IHJ).



rgExercice 5 ] Solution de I’exercice 5 Les points B, D et
ABCDEFGH est un cube. Montrer que les plans | £ (respectivement ', F" et H) ne sont pas alignés,

(BDE) et (CFH) sont paralleles. donc le couple de vecteurs (ﬁ, ﬁ) (respectivement
(F4H> ; ﬁ )) est un couple de vecteurs directeurs du
H | G plan (BDFE) (respectivement (CFH)). On a

| BT - CF
E —1xCE+0xFH

\R Ainsi ﬁ , ﬁ et ﬁ sont coplanaires. De méme,

BD = FH
:Ox(ﬁ%—lx}?’*}}

C
/” Ainsi ﬁ7 ﬁ et ﬁ sont coplanaires.
-~ Donc les vecteurs directeurs de (BDE) et ceux de
A B (CFH) sont coplanaires.

On en conclut que ces deux plans sont paralléles.



Séquence XII- Géométrie dans I’espace
Géométrie repérée

4 Exercice 6

Pour chacune des figures suivantes,
coordonnées du point A dans le
07,7, ?) et les coordonnées du vecteur 7.
Examiner ensuite si les points B, C' et D définis
par leurs coordonnées sont des points de la droite
d(A; ).

Figure 1 : B(3;1;6),C(—1;0;3) et D(7;

lire les
repere

~1;12)

Solution de I’exercice 6
Figure 1 : D’apres la figure, nous pouvons lire :

— Le point A a pour coordonnées A(—1; 3; 0)

— Le vecteur U a pour coordonnées 0

Vérifions si les points B(3;1;6), C(—1;
D(7; —1; 12) appartiennent a la droite d(A; 7
4

— Pour le point B(3; 1; 6) :

De plus,

Bed(A; W) — AB et @ sont colinéaires
3k e R, AB = k¥

Or, AB = 27, donc B e d(A; ).
0
. AC

-3
3

Supposons par 'absurde qu’il existe k € R tel que

= k. Alors on obtient

— Pour le point C(—1;0; 3)

0 = 2k 0=k
-3 =-k Ii.e. 3=k
3 = 3k 1=k

Ce systéme n’a pas de solution,

et donc B ¢ d(A; ).

8
—4
12

— Pour le point D(7; —1; 12) : AB
De plus,
Ded(A; W)« 3k eR,AB = ki

Or, E =47, donc D € d(A; 7)

Figure 2 : D’apres la figure, nous pouvons lire :

— Le point A a pour coordonnées A(3; —2; 0)

1
— Le vecteur U a pour coordonnées v | 2
2
Vérifions si les points B(5;2;4), C(6;4;6) et

D(0; —8; —9) appartiennent a la droite d(A; ).
2
— Pour le point B(5; 2; 4) 1@ 4
4

De plus,

Bed(A; W) AB et @ sont colinéaires
= Tk € R AB = k7l

2=1xk
<— =2xk

=2xk
= k=2

Donc AB = 27, donc B e d(A; ).



3
— Pour le point B(6; 4; 6) @ 6
6

De plus,

Bed(A; W) = AB et @ sont colinéaires
e Ik R, AL = kT

Or, /@ = 3%, donc C € d(A; 7)

— Pour le point D(0; 1@ —6

Ded(A; W) < AD et T sont colinéaires
e I eR AD = kTl

—3=1xk
<= —6=2xk
—8=2xk
3=k
<= 3=k
—4 =k

Ce systéme n’a pas de solution,

donc D ¢ d(A; ).

rngxercice 7

H G
Soit ABCDEFGH — E{——F
le cube ci-contre : i
pi--l-J 0
A¥ B

1. Expliquer pourquoi (G ; C@, Cﬁ , G—P} ) est un

repere orthonormé de l'espace.

2. Dans ce repere, donner les coordonnées des
—
sommets de ce cube, celles du vecteur GA et

2
celles du point M tel que : Cm = gG—zzl

Solution de l’exercice 7 On considére le
cube ABCDEFGH comme indiqué sur la figure. On
notera que dans un cube, toutes les arétes ont la méme
longueur.

1. Montrons que (G @, Cﬁ, (ﬁ]) est un repeére

orthonormé de ’espace.

_>
Pour qu’un repere (O 7.7, k) soit orthonormé,

il faut que :

_>
— Les vecteurs 7, 7 et k
a deux

soient orthogonaux deux

- =

_>
— Les vecteurs ", et k

Dans notre cas :

soient tous de norme 1.

— Cﬁ , Cﬁ et Cﬁ[ sont orthogonaux deux a deux
car ils correspondent aux directions de trois
arétes concourantes du cube en (. Dans un
cube, les arétes issues d’'un méme sommet sont
perpendiculaires entre elles.

— Comme toutes les arétes du cube ont la méme
longueur, que nous pouvons poser égale a 1, on

a: |GC|| = |G| = |GH]| =1
Les deux conditions sont satisfaites, donc

(G C@ Cﬁ lej[} est bien un repere orthonormé de

1 espace.

. Dans ce repére, déterminons les coordonnées des

sommets du cube, du vecteur 674 et du point M.
Comme G est l'origine du repeére, ses coordonnées
sont G(0; 0; 0).
Ainsi, on obtient :

— (' a pour coordonnées (1,0,0)

— F a pour coordonnées (0,1,0)

— H a pour coordonnées (0,0, 1)

Pour les autres sommets, nous allons utiliser les
relations vectorielles dans le cube :

— Cﬁ = Cﬁ—l—ﬁ: C@—l—(ﬁcarﬁet(ﬁson‘c

égaux (cOtés opposés d'un parallélogramme).

1

Donc@ 1
0

—@:C@—l—ﬁ:@—l—GﬁcarCﬂetGﬂ

1

sont égaux. Donc Cﬁ 0

1
—(ﬁ?z@—i—ﬁzﬁ—l—@carﬁetﬁ

0
sont égaux. Donc GE[ 1] et E0;1;1).
1

et B(1;1;0).

et D(1;0;1).

— Pour le sommet A, on a GA Cﬁ ? =

@ + G? car D ? et G? sont égaux.

1
—
Donc GA| 1 | etet A(1;1;1).
1
— 2—
Si le point M (z; y; z) vérifie GM:§GA, alors
( 2
=-x1
T3
—2><1
Y73
2
z==-x1
\ 3

Les coordonnées du point M sont donc

w(2:2.2)
333



rgExercice 8

ABCD est un tétraedre.
Les points I et K sont les
milieux des segments [AB]

et [CD], J et L sont les
27
points tels que ng = §B
2

a) Déterminer les coordonnées d_e> I, J, KetlL
dans le repere <B; @, B?, BA).

b) Montrer que ces quatre points sont coplanaires.

Solution de ’exercice 8

a)

1
T .0 Z
(0,0, 2) etJ<3 0; O)

De plus,

BK = BC +CK
zB_CHL;C_D>
:B?‘F;(—B?‘I—Eﬁ)
:B‘&—;@+2ﬁ
:ﬁJr;ﬁJroz?A

1)
227 )
De méme,

5 -+ Lo
:ﬁJr;(ﬁJrﬁ)
—BD - BB+ BA
—§ﬁ+;ﬁ+o@

2 1)
373
Les vecteurs ]7 et ]—j sont non-colinéaires, on

peut donc définir le plan P =P (I Ij 17 ) Pour

montrer que les quatre points sont co lanalres il

Donc K <

Donc L <O

suffit de montrer que les vecteurs i 1J et I K sont
coplanaires.

0—-0 0
2 2

-Onai 5—0 i.e.ﬁ 3
1 1 1
3 2

2 -0
3
0—

-Onaﬁ IGE

0—

0

1

2
1
2°
1— le[j
2

2

) € R? tels que

. Onaﬁ)(

N = DN

—_

On cherche & exprimer (a;
I—I% = 0417 + 5[437

Grace aux coordonnées, on obtient le systéme :

(1 2 ( 3
2~ 3’ T
1 2 ; 3
§: ga 1.€. a = 1
L1y 1y B P
(727 6% 2 (27 6% 2

— 3 3
On obtient donc ITK = le + 117, les points I, J,

K et L sont donc coplanaires.

rgExercice 9

_>
Soit un repere (O ; 7K ).
a) Soit A(1; —2; 1), B(3; —1;0), C(2;1; —2)
et D(0; 0; —1).
Placer ces quatre points dans le
repere. Forment-ils les sommets d'un

parallélogramme ?
3
b) Soit D(1;0 ; 2), E<2; 1; 2) et F(3;2;1).
Ces points sont-ils alignés ?
3
¢) Soit D(1;0; 2), E<2; 1; 2), F(—1;3;2)et
G(—1; —=7; 4).
Ces points sont-ils coplanaires ?
. 0 1 2
d) Soit 0 (—47), o (3), w (13>’ A(=5;2;0) et
B(2; —1; 3).
La droite d(A
P(B; ¥, W)?

. W) est-elle paralltle au plan

9 s 7 (), (). 7 (%) 7(4)

A(=5;2;0) et B(2; —1; 3).
Les plans P(A; 7,7) et P <B; u ,7)

sont-ils paralleles ?




Solution de ’exercice 9 Dags cet exercice, on
se place dans un repére (O; 7,7, k).

a)

c
[ J
3—1 2
Ona/@ —1+2 donc@ 1
0—1 -1
0—2 -2
De plus, @ 0—1 donc @ —1
—142 1

Ainsi /@ = —@, ie. jﬁ = ﬁ Donc ABCD est

un parallélogramme.

Nous devons déterminer si les points D(1; 0; 2),
3

E (2; 1; 2> et F'(3; 2; 1) sont alignés.

Ces trois points sont alignés si et seulement si les
et lﬁ

vecteurs D sont colinéaires.
2 -1 1
1-0 1
On a ﬁ 5 donc ﬁ .
Z_9 _Z
2 2
3—-1 2
De plus, ﬁ 2—0 | donc lﬁ 2

1-2 —1

On a lﬁ = 2@ , donc les vecteurs sont colinéaires
et les trois points D, E et F' sont alignés.

Nous devons déterminer si les points D(1; 0; 2),
3

E(?; 1; 2>, F(—=1;3;2) et G(—1; =7;4) sont

coplanaires.

Pour vérifier si ces quatre points sont coplanaires,
on peut déterminer si le vecteur DFE appartient au
plan formé par les vecteurs lﬁ et DG. Autrement
dit, on cherche s’il existe des réels a et 5 tels que

lﬁ:a-ﬁ—kﬂ-ﬁ.

-1-1 -2
OnalTCs —7—-0 doncﬁ -7
4—2 2
—-1—-1 -2
De plus lﬁ 3—0 donc ﬁ 3
2—2 0

—2="2a-20
ﬁ:aﬁ%—ﬁlﬁ(:) —7= 3a—-T7p3
2 = 23
6] = 1
<< a+p=1=
-7 =3a—1703
g = 1
— o = 0
—7=3a-"1703

ce systeme n’a pas de solution, et donc ces points
ne sont pas coplanaires.

d) Nous devons déterminer si la droite d(A; ) est

paralléle au plan P(B; ¥, W).

Une droite est parallele a un plan si et seulement si
son vecteur directeur est dans le plan, c¢’est-a-dire si
le vecteur directeur de la droite peut s’écrire comme
combinaison linéaire des vecteurs directeurs du plan.

Or, 7, T et W sont coplanaires si et seulement s’il
existe des réels a et 3 tels que U =av + BE?

0 = k+2q
ie. —7=2k—3q
4 =0k —4q
q = -1
ie. ¢ k+(-2)= 0
-7 =2k+3
qg = -1
ie. k = 2
—7=2x2+43

Ce systeme n’admet pas de solutions, et donc

la droite d(A; W) n'est pas parallele au plan
P (B; O ﬁ)

¢) Nous devons déterminer si les plans P(A; o, V) et

— —

P(B; u',v") sont paralléles.

Deux plans sont paralleles si et seulement si leurs
vecteurs directeurs engendrent des plans paralleles,
¢’est-a-dire si tout vecteur directeur de I'un des plans
peut s’exprimer comme combinaison linéaire des
vecteurs directeurs de 'autre plan.

Nous devons vérifier si les vecteurs directeurs o
et ¥ du premier plan peuvent s’exprimer comme

combinaisons linéaires des vecteurs directeurs u’ et
v" du second plan.

Cherchons d’abord s’il existe des réels a et 3 tels
e —
que ¥ = au + 8.

1= 13a+ 583

e e |
U =au + v = 0 = -3a-p
2 = —2a—28

De la deuxieme équation : g = —3a.



En substituant dans la premiere équation :

—1 =13a+ 5(—3a) = 13a — 150 = —2«

1 1 3
Donca=—-et f=-3x - = )

2 p 2 2
Vérifions avec la troisiéme équation :

1 3
-4a-25:-2x2—2x<—2>

——1+3

= 2 ce qui est vrai.

1= 3=
Donc o = gu’—iv

Cherchons rgamtenant s’il existe des réels v et 0 tels
que ¥ =~u 460

4 = 13v+ 5

- =
V=~ 460 = { —1= -3y—46
0 =—-2y—-2§

De la deuxiéme équation : § = —3v + 1.

En substituant dans la troisieme équation :

0=—-2y—2(=3y+1)=-2y+6y—2=4y—2

1 1 1
Doncvziet5:—3x§+1:—§.

Vérifions avec la premiere équation :

1 1

137456 =13 x = + 5 (—)

i X5 X\ 7
B 5

2 2
= 4 ce qui est vrai.

1—> 1—>
SRR L

Puisque les vecteurs directeurs 7 et ¥ du premier
plan s’expriment tous deux comme combinaisons

Donc o/ =

- =
linéaires des vecteurs directeurs u' et v" du second
plan, les deux plans P(A; 7,7) et P(B; v, v")
sont paralleles.

rﬁExercice 10

Dans (O ,7, ?) orthonormal
soit A(0; —1;7), B(3; —4;7), C’(3; —1;4),
et D(1; 37 5).

a) Placer ces points. Montrer que ABD, ADC' et
CDB sont des triangles rectangles isoceles.

b) Trouver quatre points formant avec A, B, C et
D les sommets d’un cube.

Solution de I’exercice 10

a) Placer ces points. Montrer que ABD, ADC et
CDB sont des triangles rectangles isoceéles.

Les coordonnées des points suivants, dans le repere

_>
orthonormal (O ; V7K ), sont :
A0; —1;7)
B(3; —4;7)
D(1; —3;5) , T
e mm = ®
B&\ _______ ////I
N o s ’
\\\\\ /// ,/
\\ \\\\ /// //
. \\\ /// /I
U A
\ \ 7
S K
\\ \ II
\ \ ,
N\
\\\ II
<\
b
C
Y
T

Commencons par calculer les vecteurs liés aux cotés des
triangles :

3-0 3
AB( —4— (1) | ic. AB( -3
77 0
1-0 1
AD | —3— (1) | ie. AD [ —2
57 2
1-3 2
BD( -3-(-4) | ie. BD[ 1
57 2
3-0 3
AC [ —1-(=1) | ie aC{ 0
47 -3
31 2
D —1-(-4) | ie. DC| 2
- 1
3-3 0
BC| —1-(—4) | ie. BC| 3
47 -3



Pour montrer que les triangles sont rectangles,
nous allons vérifier si les vecteurs précédents sont
orthogonaux en calculant leurs produits scalaires.

o Pour le triangle ABD :

AD-BD =1x (—2) + (=2) x 1+ (—2) x (~2)
9244
—0

Le produit scalaire est nul, donc E et ﬁ sont
perpendiculaires, ce qui signifie que le triangle
ABD est rectangle en D.

Pour qu’un triangle rectangle soit isocele, il faut
que deux de ses co6tés aient la méme longueur.
Calculons les normes des vecteurs :

IAB|2 = 32+ (=3)2 + 02 =9+ 9+0 =18
IAD|2 = 12 4 (=2)2 + (<22 =144 +4=9
= (=22 + 174+ (-2’ =4+1+4=9

Donc H@H = Hﬁﬁ” = 3, ce qui confirme que
ABD est un triangle rectangle isocele.

o Pour le triangle ADC':

E-Bazlx2+(—2)x2+(—2)x(—l)
— 9442
—0

Le produit scalaire est nul, donc E et DC' sont
orthogonaux, ce qui signifie que le triangle ADC
est rectangle en D.

Calculons les normes des vecteurs :

JAC|2 = 82+ 0%+ (—3)2 =9+ 0+9 =18
IAD|2 =12 4 (=22 + (<2)2 =1+ 4+4=9
IDCI2 =22 422+ (—1)? =4 +4+1=9

Donc Hﬁ“ = Hlﬁ“ = 3, ce qui confirme que
ADC est un triangle rectangle isocele.

o Pour le triangle CDB :

CD-DB = (—2) x (—2) + (=2) x 1+ (1) x (-2)
=4-2-2
=0

Le produit scalaire est nul, donc 53 et DB sont
perpendiculaires, ce qui signifie que le triangle
CDB est rectangle en D.

Calculons les normes des vecteurs :

ICDI? = (~2 + (~22 + P =4 +4+1=9
H@ﬁwzo?+§+w—$2:0+9+9:18
IDBI? = (—2)* + 1 + (=2 =4+ 1+4=9

Donc HC"ﬁH = ||5§|| = 3, ce qui confirme que

CDB est un triangle rectangle isocele.

b) Trouver quatre points formant avec A, B, C
et D les sommets d’un cube.

D’apres nos calculs précédents, nous savons que :

. E et Eﬁ sont orthogonaux.
. E et ﬁ sont orthogonaux.
. @ et ﬁ sont orthogonaux.

Nous avons calculé :
|AD| = |DB| = ||DC|| =3

Ces trois vecteurs ont la méme norme et sont deux
a deux orthogonaux. Ils peuvent donc permettre de
déterminer les sommets manquants du cube.
Calculons les coordonnées de ces points :

o Pour E : Notons (z; y; z) € R? les coordonnées
du point E. Alors

N —2=0—-x
C?:E/H:) —2=—-1—-y
1 =7—=2

ie. E(2;1;6)

o Pour F : Notons (x; y; z) € R? les coordonnées
du point F'. Alors

—2=3-x
@zﬁ(z) 1 =-1-y
—2=4-=z

ie. F(5; —2; 6)
« Pour G : Notons (z; y; z) € R? les coordonnées
du point G. Alors

—1=-3-x
AD=BC == { 2= -4y
2= T-z

ie. G(2; -2;9)
e Pour H : Notons (z; y;
du point H. Alors

z) € R? les coordonnées

—2=2—-x
@:[ﬁ‘w:» —2=-2-y
1 =9—=z2

ie. H(4;0; 8)






Séquence XII- Géométrie dans I’espace
Représentations paramétriques

ﬁ Exercice 11

%
L’espace étant muni d’un repere (O 77K ).

Donner une représentation paramétrique...

a) de la droite (AB) ou A(2;1;3) et
B(—1;0;4).

b) de la droite parallele a la droite (AB) de la
question a) passant par C'(2; 5; —2).

Solution de ’exercice 11

1.

Pour déterminer une représentation paramétrique de
la droite (AB), nous avons besoin d’un point de la
droite et d'un vecteur directeur de la droite.

Nous utiliserons le point A(2; 1; 3) comme point de

référence, et le vecteur A§ comme vecteur directeur.

Calculons les coordonnées du vecteur ﬁ :
—1-2 —3

A 0-1 )ie AB[ -1

4—-3 1

Une représentation paramétrique de la droite (AB)
est donc :

r=2-—3t
y=1—t teR.
z= 3+1

. Pour déterminer la représentation paramétrique de

la droite parallele a (AB) et passant par C, nous
pouvons utiliser le méme vecteur directeur 1@ et le
point C' comme point de référence.

Une représentation paramétrique de la droite passant
par C et parallele a (AB) est donc :

r=2-3t
y= 5b—t tekR.
z=—-2+4+t
4 Exercice 12
%
L’espace étant muni d’un repere (O; 7.7k ),
-1
on considere A(1;3;2) et [ 4
—2

a) Donner une représentation paramétrique de la
droite d(A; ).

b) Les points B(4; —9;8),C(—1; 10; —2) et

5 1 10

F <3 ; 3 ; 3) sont-ils des points de la droite
d(A; W)7?

¢) La droite d(A; @) admet-elle un point de
cote /27 Si oui, déterminer ses coordonnées.

Solution de ’exercice 12

a) Le premier cas est une application directe de la
-1

définition du cours. Ona A(1;3;2) et o | 4 |,
-2

donc une représentation paramétrique de la droite

d(A; W) est

r=1-—1¢
y=3+4 tekR
z2=2-2

b) Pour vérifier si un point appartient a la droite
d(A; ), nous devons déterminer s’il existe une
valeur de t telle que les coordonnées du point vérifient
le systeme d’équations paramétrique que nous avons
établi.

4 =1—-1
Bed(A; W)+« It eR{ —9=3+4t
8 =2—-2t
t=-3
—{ t=-
t=—
Donc B € d(A; ).
De méme,
—1=1-t
Ced(A; W)= 3teR,{ 10 =3+4t
—2=2-2t
t=2
T
e _4
t=2
Donc C ¢ d(A; ).
Enfin,
(5
S =1t
3
FedA; W)«=3teR 1 _5. 4
130
— =2—-2t
3
2
-3
<~ t= 2
-3
2
t=-=
\ 3

Donc F € d(A; ).



c) Soit (x; y) € R% rﬁExercice 14
L’espace étant muni d’un repeére orthonormé
(O; 7,7, k), déterminer la position relative
N (x; Y; 2) €d(A; W) des droites (d) et (d’) dont on donne des
r = 1—Fk représentations paramétriques.
sk eR L y =3+4k Dans }e cas ol .1es ('iroites (d) et (d') ne sor}t pas
V2 =92 -2k paralleles, étudier si elles sont perpendiculaires.
( V2 r=2-+1t r=—-1—t
k= Ty a) (d): y=4+4+2t et (d):{ y=2-2t
/2 z=1 z=—-1—1t
2
b) (d): ¢ y=1+t1 et (d):¢ y=2+2t
9 z=-3+2t z=—06—1
r= 1-1+ £
\ r=14+2t xr=3-—3t
. V3 c) (d):q y=3—4t et (d):{ y=—-1+6t
h—1- Y2 2 =5+ 6t 2 =110t
2
r=1+2t x=295+06t
—{ y=7-2V2 d) (d):d y=3—4t et (d):4 y=7+15
B V2 z=>5+6t z=—-3—12t
Ty r=1+2t x=3+2t
) e) (d):{ y=2-3t et (d):{ y=—-1+t.
z=t z=1—-1

. ’ .
Donc N @; 7T—-2v2; V2 ) ed(A; W), et donc Solution de I’exercice 14
2 Rappels :

d(A; W) admet un point de cote v/2. — Deux droites sont paralléles si et seulement si leurs
vecteurs directeurs respectifs sont colinéaires.

— Deux droites sont sécantes si et seulement si elles

g Exercice 13 ne sont pas paralleles et si le systéeme formé par
L'espace étant muni d’un repére (O i 7) ?) leurs équations paramétriques admet une solution.
donner la nature et les éléments caractéristiques — Deux droites sont perpendiculaires si et seulement
de I'ensemble des points M (x; y; z) de l'espace si leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux, c’est-
définis par : a-dire si leur produit scalaire est nul, et si elles

=T _ 3k sont sécantes.
a) 1l existe k € R tel que y=2+k . — Deux droites sont non coplanaires si et seulement
=k —1 si elles ne sont ni paralleles ni sécantes.
v =24k Pour chaque cas, nous allons :
b) 1l existe k € R tel que { y =3 ) 1. Déterminer les vecteurs directeurs 7 et ¥ des
2 = 4k droites (d) et (d').
’ 2. Examiner si ces vecteurs sont colinéaires (droites
paralleles).
. R .
Solution de I’exercice 13 3. Siles droites ne sont pas paralleles, vérifier si elles
) ) sont sécantes en résolvant le systeme d’équations
a) Cet ensemble est une droite passant par le point
3 correspondant.
A(7:2; —1) et de vecteur directeur @ | 1 4. Si les droites ne sont pas paralleles, vérifier si
1 elles sont perpendiculaires en calculant le produit
scalaire de leurs vecteurs directeurs.

b) Cet ensemble est une droite passant par le point .

1 1. Les vecteurs directeurs sont :
A(=2; 3; 0) et de vecteur directeur x| o0 1 -1
4 w2 etV | -2

1 —1



On remarque que v = —7, donc ¥ et U sont
colinéaires.

Les droites (d) et (d') sont donc paralleles.

Pour déterminer si elles sont confondues, on vérifie
si un point de (d) appartient a (d’). Prenons par
exemple le point A(2,4,0) sur (d) (pour t = 0).

Si A appartient a (d'), il existe ¢’ tel que :

2=—-1-3t
4= 2-2t
0= —-1-1t
De la troisieme équation, on a t' = —1. Vérifions les

autres équations :

—1—-(-1)=0+#2
2—-2(-1)=4
La premieére équation n’est pas vérifiée pour ¢’ = —1,

donc A n’appartient pas a (d').

(d) et (d') sont donc strictement paralléles.

. Les vecteurs directeurs sont :

-3 2
o0 1 et o 2
2 -1

Pour vérifier si les vecteurs sont colinéaires, on
examine s’il existe k # 0 tel que ¥ = ku. Si tel
est le cas :

—3 =2k
1 =2k
2 = —k

Ce systeme n’admet pas de solutions. Donc les
vecteurs ne sont pas colinéaires et les droites ne
sont pas paralléles.

Vérifions si les droites sont sécantes en cherchant s’il
existe des valeurs de t et t’ telles que :

2—-3t =T74+2 —3t—2t' =5
14+t =242t ie. t—2t =1
—34+2t=—-6-1t 2+t = -3

A partir de la deuxiéme équation, on a t = 1 + 2t
c2(1+2t)+t = =3, ie

En substituant dans (3)
244t +t' =—-3ie 5t/ = —5ie t' = —1.

On obtient donc t' = —1 et, en remplacant dans la
deuxiéme équation : t =14+2(—-1)=1-2=—1.
Vérifions si ces valeurs satisfont la premiere équation :
-3(-1)—-2(-1)=3+2=5

Les droites sont donc sécantes. Le point d’intersection
a pour coordonnées :

r=2-3(-1)=2+3=5
y=1+(-1)=0
2= —342(—1)=-3-2=-5

Vérifions si les droites sont perpendiculaires en
calculant le produit scalaire de leurs vecteurs
directeurs :

UV =(-3)x24+1x2+2x (~1)
=—6+2-2
- —6

Comme o - ¥ # 0, les droites ne sont pas
perpendiculaires.

(d) et (d') sont sécantes et non perpendiculaires

. Les vecteurs directeurs sont :

2 -3
U -4 )et™ 6
6 -9

On remarque que v = —;)7, donc U et W sont
colinéaires.

Les droites (d) et (d') sont donc paralleles.

Pour déterminer si elles sont confondues, on vérifie
si un point de (d) appartient a (d’). Prenons par
exemple le point A(1,3,5) sur (d) (pour ¢t = 0).

Si A appartient a (d'), il existe ¢’ tel que :

1= 3-—3t
3=—1+6t
5= 11— 9t

De la premiere équation, on a 1 = 3 — 3t/,
ie. —2= -3t ie. t' = %

Vérifions avec la deuxieme équation :
—1+6x§:—1+4:3

Vérifions avec la troisieme équation :

11—9><§:11—6:5

2
Toutes les équations sont vérifiées pour t' = 3’ donc

A appartient a (d').

Donc (d) et (d') sont donc confondues.

. Les vecteurs directeurs sont :

2 6
Al -4 )etT| 15
6 12

Pour vérifier si les vecteurs sont colinéaires, on
examine s'il existe k # 0 tel que @ = k7.

( 1

k= -

3

2 = 6k 4
—4 = 15k i.e. k=——
6 — —12k 15
B 1

("7 2

Ce systeme n’admet pas de solution, donc les vecteurs
directeurs ne sont pas colinéaires. Les droites ne sont
donc pas paralleles.



Vérifions si les droites sont sécantes en cherchant s’il
existe des valeurs de t et t’ telles que :

14+2t= 546t
3—4t= T+ 15¢
546t =-3—12¢

De la premiere équation : 1+ 2t =5 + 6/,
ie. 2t —6t' =4 (1)
De la deuxiéme équation : 3 — 4t = 7 + 15t/
ie. —4t — 15t/ = 4 (2)
De la troisieme équation : 5 + 6t = —3 — 12t/
ie. 6+ 12t = —8 (3)
De (1), on obtient t = 2 + 3t'. En substituant dans
(2) 1 —4(2+3t) — 15t = 4, i.e. —8 — 12/ — 15¢' = 4
ie. =27t =12 1ie. t' = 12 = —%.
27 9
En remplagant dans (1) :

Or, on aurait di trouver —8. Donc les valeurs ne
satisfont pas la troisieme équation et ainsi le systeme
n’a pas de solution.

Les droites (d) et (d’) ne sont donc pas sécantes, et
comme elles ne sont pas paralleles, elles sont non
coplanaires.

Vérifions si les droites sont orthogonales en calculant
le produit scalaire de leurs vecteurs directeurs :

WU =2x64(—4) x 15+ 6 x (—12)
—12—60— 72
= —120

Comme o - ¥ # 0, les droites ne sont pas
orthogonales.

Ainsi (d) et (d') sont non coplanaires.

5. Les vecteurs directeurs sont :

2 2
Al -3 )et™ 1
1 -1

Pour vérifier si les vecteurs sont colinéaires, on
examine s’il existe k # 0 tel que ¥ = k.

2 = 2k k=1
—-3= k le. k=-3
1 =—-k k=-1

Ce systeme n’admet pas de solutions, donc les
vecteurs directeurs ne sont pas colinéaires. Les droites
ne sont donc pas paralleles.

Vérifions si les droites sont sécantes en cherchant des
valeurs de t et t’ telles que :

14+2t=3+2¢
2—3t=—-14+1¢
t = 1—-t

De la troisieme équation : t =1 — ¢’ (3)

En substituant dans la premiere : 14-2(1—t') = 3+2¢/,
ie 142—-2t' =342t i.e. 3—2t' = 3+2t'i.e. —4t' =0
ie. t'=0.

De (3), on obtient t =1 —0 = 1.

Vérifions avec la deuxieme équation : 2 — 3 x 1 =
140= —1=-1

Les droites sont donc sécantes. Le point d’intersection
a pour coordonnées :

r= 14+2x1=3
y=2—-3x1=-1
z = 1

Vérifions si les droites sont perpendiculaires en
calculant le produit scalaire de leurs vecteurs
directeurs :

U =2x2+(=3) x 1+1x(-1)
—4-3-1
—0

Comme o - ¥ =

orthogonaux.

0, donc les vecteurs sont

Ainsi (d) et (d') sont perpendiculaires.

g Exercice 15

L’espace étant muni d’'un repere orthonormé
(O; 7,?,?), donner une représentation
paramétrique du plan (ABC) ou A(—1; 2; 3),
B(—=3;0;4) et C(5; =25 1).




Solution de ’exercice 15 (ABC) =P (A; AB @)

e A(—1;2:3)

—34+1 —9 Ainsi, une représentation paramétrique du plan (ABC')
e AB[ 0-2 )ie [ -2 est

4-3 1

541 6 r=—1-—2t+ 6t
« AC| 22 ie. | -4 y= 2-2t—4t' (t;t)eR

1-3 -9 z= 3+t—-2t

Les vecteurs A§ et A(% sont non colinéaires, donc



Séquence XII- Géométrie dans I’espace
Exercices de synthese

rﬁExercice 16 | Solution de I’exercice 16
Dans l’espace, on considére un tétraedre ABCD | 1. (a) Dans le repere (A; z@,z@,zﬁ), D a pour
dont les faces ABC, ACD et ABD sont des coordonnées (0;0;1).
triangles rectangles isoceles en A. Comme B(1;0;0) et C(0; 1;0),

F milien de [BC|] a pour coordonnées
140 0+1 0+0 . 1 1
; ; , soit F'{ = 0).

2 2 2 272’
I'r —Ip
(b) ﬁ a pour coordonnées | yr —yp |,
RF — %D
1
2
B
i.e. 1 . De plus, lﬁ est un vecteur
2
On désigne par E, F' et G les milieux respectifs 1

des cotés [AB], [BC| et [CA].
On choisit AB pour unité de longueur et on se
place dans le repére orthonormé (A; ﬁ, 1@ , E)

directeur de la droite (DF'). D est un point
de la droite (DF) donc une représentation
paramétrique de cette droite est donnée par :

de 'espace.
(
1. On désigne par P le plan qui passe par A et qui T = ;
est orthogonal a la droite (DF). On note H le
point d’intersection du plan P et de la droite y = t teR
(DF). 2
(a) Donner les coordonnées des points D et F. L e=lt
(b) Donner une représentation paramétrique (c) P est un plan orthogonal & la droite (DF)
de la droite (DF). donc lﬁ, vecteur directeur de (DF), est
(c) Déterminer une équation cartésienne du aussi un vecteur normal du plan P. Une
plan P. équation cartésienne de P de vecteur normal de
(d) Calculer les coordonnées du point H. ) a
(e) Démontrer que 'angle EHG est un angle coordonnées l; est de la forme

droit.

ar +by+cz+d=0
2. On désigne par M un point de la droite (DF)

et par t le réel tel que DM = tlﬁ. On note avec/ .(a, b;c) # (0;0;0). Une équation
a la mesure en radians de l'angle géométrique Clartesienne du plan P est donc de la forme
EMG avec a € [0;7]. Le but de cette question 3% + QY —¢# +d = 0. Or, P passe par le point
est de déterminer la position du point M pour A, origine du repere, donc d = 0 et P a pour
que « soit maximale. équation
(a) Démontrer que M E? = 5252 -5ty 2" 9
(b) Démontrer que le triangle M EG est isocele (d) H étant le point d’'intersection du plan P et de

en M. (DF), ses coordonnées vérifient :

« 1
En déduire que ME x sin (5 ) = —. (11
b 2 2v/2 3% + Q¥ — %= 0
(c) Justifier que o est maximale si et seulement
t

si sin (%) est maximal. T=3

En déduire que a est maximale si et \ "

seulement si M E? est minimal. V=73
(d) Conclure.

z=1—1




1t
S (1=t =0

soit +

N | o+

1
2
t 3t 2
ie. —-1—14+t=0ie. ——1=0=>1t=—.
le 5 + le 5 3
On en déduit que
1 1 1
H a pour coordonnées (; - >
3°3°3
E et G sont les milieux respectifs des cotés

[AB] et [CA] donc E <;, 0; 0) et G <O; ;;0).

11 1
De pl H<>
epuS? 3)3?3

Méthode 1 : Dans le repére orthonormé
(A; AB, AC, AD),

GH? = (zg —26)" + (yg — ya)* + (21 — 26)°

NUDRIE M)

donc GH*+ EH? = EG? donc le triangle EHG
est rectangle en H, donc FHG est droit.

Meéthode 2 : Dans le repere (Z, ﬁ, @, ﬁ),

1

g — TE 16

ﬁ] Yy —Yg | le. ﬁ[ 3
ZH — ZE 1

3

1

Tg —Tg 31

Cﬁ] Yy — Yo | i.e. CT[-} ——
ZH — 2G 16

(a)

Le repere étant orthonormé,

i i (2)- () (0)- () ()

=0

Les vecteurs E’—F} et C?)[ sont orthogonaux donc
EHG est un angle droit.

1
1 1 2
D(0; 0; 1),F<; = 0) oDE| 1 | . m
22 9
—1
est ugoint de la droite (DF) et t le réel tel
que DM = tlﬁ.
donc

B 1. ot
xM—O—tx§1.e.mM—§
1. t
yM—O:tx§1.e.yM:§

zy—1l=tx(=1)ie zy=1—t

t 1 1
M(=-;=:;1- El=:0;
(2,2, t)et (270,O>d0nc

ME2 = (x —{L‘M)2+ (yE _yM)2 + (ZE — ZM)2

£\’ £\’ )
- 0—> 0—(1—t
Doa(o-2) ro-a-n
t 2 ¢t
1 =2t 2
R +
2240
2" ' 4

t t 1
M<2,2,1 —t) et G(O,2,0>, donc

—~

&

N WO — —
DO | —

MG? = (e — xM)Q + (yo — ?JM)2 + (2z¢ — ZM)2

(- (1) oo
3

MG? = ME? et comme MG > 0et ME > 0,
alors MG = MFE. Donc le triangle M EG est
isocele en M. Dans le triangle EM G, appelons
I le milieu de [EG]. Le triangle étant isocele en
M, I est le pied de la hauteur issue de M et le
triangle E'IM est rectangle en I. Ainsi

sin (3) = 375



Or I est le milieu de [EG] et donc

E
]EziG:L
2 22
On en déduit MEx'(O‘> 1
11 €N dedul ue Ssm\| — | = ——.
1 2) " 2/

a € [0; m] donc % € [0; g] Soit f définie sur

a
[0; 7] par f(«a) = sin (5)
f est une fonction composée de la forme
f = sin ou, dérivable sur [0; 7].
f' =1 x cosou et donc

(67

for=Leo )

Or, % € [0; g} donc cos <%) > 0 dou

f'(a) = 0 et f' s’annule uniquement en o = 7.
a7

Donc — = —.

2 2
La fonction f est strictement croissante sur

a
[0; 7]. o est maximal si et seulement si sin <§)

est maximal.

M appartient a (DF), or (EG) et (DF’) ne sont
pas coplanaires donc M ne peut pas appartenir

a (EG) donc a # 0 et donc sin (%) #0,

1
i.e. ME x sin <g> = —— > (. a est maximal

2/ 22

«Q
si et seulement si sin (§> est maximal. Par

passage a l'inverse, la fonction o — —— 4+
sin (—)

est de variations contraire a f donc « est
maximal si et seulement si —— 4~
sin (—
2
1 ME
aN = 1 =2v2x ME, o est
sin (—) B
2 22

maximale si et seulement si M E est minimale.

Comme

Or, la fonction carrée est une fonction
strictement croissante sur [0; +oo|, donc « est
maximal si et seulement si M E? est minimale.

Déterminons I'extremum de la fonction g définie,

3 ) )
pour tout t € R, par g(t) = 5752 — it + 7
)

3
Avec a = 3 qui est strictement positif, b = —3

et c = 7 cette fonction polynéme du second

degré de la forme at®> + bt + c¢ atteint son
minimum en

t t
Or M (2 b5 1-— t), les coordonnées du point

5 5 1
M sont alors M(lZ; E; 6)’ position du
point M pour laquelle «, donc EM, est
minimale.

g Exercice 17

) est minimal.

On considere le cube ABCDEFGH ci-dessous
d’aréte de longueur 1.

E H
F ; G
Y D
B C
On se place dans le repere orthonormé

(438, 3D, 4Z).
On considere les points [ <1; ;;0), J <O; 2; 1>,

3
3 1
K 'O'l) tL<'1'O).
<47 ) € 47 )

Les parties A, B et C sont indépendantes.

Partie A

1. Déterminer une représentation paramétrique de
la droite (I1.J).

2. On admet que (KL) a pour représentation

3 1
r=-—=
» 1 2"

paramétrique y=u u € R.
z=1—-u

Montrer que les droites (IJ) et (KL) sont

sécantes.

Partie B

1. Justifier que les points I, J et K déterminent
un plan.

6
2. Le point R (1; 1; —5) appartient-il a ce plan?

Partie C

1. Montrer que le point L appartient a la droite
(CD).

2. Démontrer que le quadrilatere ITKJL est un
parallélogramme.

Solution de ’exercice 17



Partie A :

1
1. Le vecteur I_j a pour coordonnées (1; g; —1>.

Le point M, de coordonnées (x,i; z), est sur
la droite (IJ) si et seulement si IM et TJ sont

colinéaires, i.e., puisque I_J) n’est pas le vecteur
nul, si et seulement s’il existe un réel t tel que

—
IM = tﬁ. D’ou le systeme :

r=t
ot

Y73

z=—1+1

2. On résout le systeme

t=1—u
t 1 4
3-3 3"
—t+1l=—-1—u
Il est équivalent a
t=1—u
l—u 1 4
3 3 3"

—l-u)+1=-1-u

i.e.
t=1—u
I w1 4u
3 3 3
u=—1—-u
i.e.
t=1—u
—u  —4u
33
2u=—1
1 3
On trouve alors u = —5 et t = 5 De plus, le
systéme est cohérent, donc les deux droites sont
sécantes.
Partie B :

—
1. Les coordonnées de 17 et I K sont respectivement

1 1 1
<1; PR —1> et (; - —1). Elles ne sont pas
3 4 3

proportionnelles, donc les vecteurs ne sont pas
colinéaires, les points I, J et K définissent donc
un plan.

_>
. Les coordonnées de I_J), IK et I_}% sont

. 1 1 1
respectivement (1; g; —1), (4; —g; —1) et
2 6 .

0; 3 ; _5 . Pour montrer que ces trois vecteurs
sont coplanaires, il faut et il suffit de prouver que
I'un d’eux, par exemple I R, est une combinaison
linéaire des deux autres, c¢’est-a-dire montrer qu’il

. ) Th 4 olR — bIB
existe deux réels a et b tels que IJ + al K = bl
Cela se traduit par le systeme :

a
1+-=0
T
1 a_2b
3 3 3
1og=
\ 5
1.e.
(0 = —4
1,4 %
3 3
6b
—14+4=—=

Les réels a et b existent bien, donc les trois vecteurs
sont coplanaires. On peut en déduire que les quatre
points I, J, K et R sont coplanaires, et que donc
le point R est dans le plan (/JK).

Partie C :

1. Les coordonnées de 67 et de @ sont

3
respectivement vk 0;0) et (—1;0;0). Donc

3
ﬁ = Z@ Ces deux vecteurs étant colinéaires,

les trois points C'; D et L sont alignés, donc L est
sur la droite (C'D).

. Les coordonnées de I?( sont (411’ —;; —1) et

celles de LJ aussi. Donc 1K = ITJ}, donc (IKJL)

est un parallélogramme.



Séquence XII- Géométrie dans I’espace
Exercices supplémentaires

4 Exercice 18

Soit ABCDEFGH

le cube ci-contre. Les ‘
vecteurs suivants E i
sont-ils coplanaires ? |

1. m,ﬁetﬁ
2~B—z>4,zﬁetB7>] D% ———————————— C
3.1@,1@%@ A B

On note I le milieu de [F'G], R le point tel que

ﬁ = ;1@ et S le point tel que B? = ;@

4. Prouver que les vecteurs }ﬁ et ﬁ sont
colinéaires.

5. Que peut-on en déduire pour les points R, S, E
et I et pour les vecteurs ]ﬁ , E_[} et ﬁ ?

6. Construire le milieu J de [E B], puis prouver
que les vecteurs ﬁ , ﬁ et ﬁ sont coplanaires.

Solution de ’exercice 18

1. D’apres la relation de Chasles,

AE = AG +GE
— AG - EC

Or, d’apres les propriétés du cube, zﬁ = ﬁ

Donc B?:ﬁ_ﬁ

Donc les vecteurs 1@, ﬁ et ﬁ sont coplanaires.
2. D’apres la relation de Chasles

BH = BA+AD+ DH

Or, lﬁ[ est orthogonal a 1721 et a /@ (car

AB = DC ot (DH) L (DC)). Donc la droite
(DH) est perpendiculaire au plan (BAD), et ainsi
il n’existe pas de combinaison linéaire permettant
d’exprimer DH grace aux vecteurs BA et AD.

—
Ainsi les vecteurs B—[-)[ , BA et E sont non-

coplanaires.

3. On sait que

ECG = EF + FG
— 4B+ BC
— AB + AD

Donc les vecteurs @ , ﬁ et ﬁ sont coplanaires.

4. Calculons ]?S’ :

RS = RG + BS
Avecfﬁ{:;/@, on a

B~ A 4 7B
_\ip

_ 298
3
g Bg = L= L
Donc : 9 1

Calculons EY oil I est le milieu de [FG] -

El =EF + FI
ﬁ:,@etﬁ:;ﬁ:;,ﬁ
Donc :

ﬁ:ﬁ%@

On obtient

ﬁngﬁ

Donc les vecteurs ﬁ et E? sont colinéaires.

. Puisque }@ et ﬁ sont colinéaires, les droites

(RS) et (EI) sont paralleles. Or, deux droites
strictement paralléles définissent un unique plan.
Donc les points R, S, E et I sont coplanaires.
Ainsi les vecteurs ]ﬁ , 171) et ﬁ sont également

coplanaires.

1
. Le milieu J de [E'B] vérifie : EJ = 5@

On sait que

[J=TE+EJ

De plus,

TE = —FEl
= AB - LD
Et
EJ= BB
:;(—EJH@)
= JAB -~ JAE



Donc :

T L
= AB - JAD - JAE
:_;ﬁ—;(@Jrﬁ)

- BF - JBC

Les vecteurs ﬁ , B@ et 17 sont coplanaires.

A Exercice 19
(ABCD) est le tétraedre ci-dessous.

B

J
D

I et J sont les milieux respectifs des arétes [AB|
et [CD]. G est le centre de gravité du triangle
BCD. Démontrer que les points A, G, I et J sont

coplanaires.

Solution de I’exercice 19

Pour démontrer que quatre points sont coplanaires, nous
allons montrer que les vecteurs AG, Al et AJ sont
coplanaires, c’est-a-dire qu’il existe des réels a et 3 tels

que :
A_sz':aﬂ%—ﬂA_J)

I est le milieu de [AB], donc
Al = ;@
J est le milieu de [C'D], donc
A)=AC 1) = A0 + JOD

Donc

AJ=AC +CJ
:fﬁ+;@
:A‘&%(E—A‘d)
:@+;E—;B
:;E%ﬁ)

G est le centre de gravité du triangle BC'D, donc
1

Pour exprimer z@, utilisons la relation de Chasles :

AG = AB + BG

Donc :

z@zx@-{—;(ﬁ—i—@)

Exprimons B? et ﬁ en fonction de E, 1@ et ﬁ :

« BC = AC - AB
« BD = AD — AB

Donc
AG = 4B + {[(AC ~ AB) + (AD — AB)

:,@Jr;(ﬁJrﬁ—zﬁ)
:B+;@+;@_§ﬁ
= JAB 4 JAC+ L AD
:;x2ﬁ+;(ﬁ+ﬁ)
= 23142 x| (AC + D)
=231 23

Puisque A(? s’exprime comme combinaison linéaire de

1?[} et A—j , les vecteurs 1@, ﬁ et A—j sont coplanaires.
Par conséquent, les points A, G, I et J sont coplanaires.

Cette propriété illustre un résultat :
Dans un tétraedre, le plan contenant les milieux de

deux arétes opposées et le centre de gravité d’une face
passe toujours par le sommet opposé a cette face.



rgExercice 20

L’espace étant muni d’un repere orthonormé
R i 1A

(O; 75 75 k)

1. Donner une représentation paramétrique de la
droite (AB) si A(—1;2;3) et B(—3;0;4).

2. Déterminer les coordonnées d’un point H et

celles d'un vecteur directeur @ de la droite (D)
ayant pour représentation paramétrique :

r=-—-3+3t
y=2—4t
z2=5—2t

3. Déterminer une représentation paramétrique de
la droite (D’) passant par le point K(1; —3; 2)
et parallele a la droite (D).

Solution de ’exercice 20

1. Pour déterminer une représentation paramétrique de

la droite (AB), nous avons besoin d’'un point de la
droite (ici A(—1; 2; 3)) et d'un vecteur directeur

7 = 4B,

3 (—1) )
orAB| 0-2 |ie AB[ —2
41-3 1

Une représentation paramétrique de la droite (AB)
est donc :

r=—1-—2t
y=2-2t telR
z=3+t

. Pour la droite (D) ayant pour représentation
paramétrique :

r=-—-3+3t
y=2-—4t teR
z=5—2t

Un point de cette droite est obtenu pour n’importe
quelle valeur de t. Pour ¢t = 0, nous obtenons le point

H(-3;2;5).

Le vecteur directeur @ est donné par les coefficients
3

de t dans les équations paramétriques : v | -4
-2

. Pour déterminer une représentation paramétrique de
la droite (D') passant par le point K(1; —3; 2) et
parallele a la droite (D), nous utilisons :
o Le point K(1; —3; 2)
3
e Le méme vecteur directeur que (D) : o | —4
—2
La représentation paramétrique de la droite (D’) est
donc :

r=1+3t
y=-3—4tteR
2 =22t

4 Exercice 21

Déterminer les positions relatives respectives des

paires suivantes :
r=1+4+2t =8+ 3u

a) (Dy) y=9-3t (D3):< y=5+2u
z=—-944t z=—-2—-u
r=1—4t x =3+ 6u

b) (Dy) y=24+2t (Dy): ¢ y=3-—3u
z=4+6t z=2—-9u
=243t r=—-14+4u

c) (D1) y=4—t (D2):q y=2-2u
z2=5—-2t z=06+43u

Solution de ’exercice 21
Rappels :

— Deux droites sont paralléles si et seulement si leurs
vecteurs directeurs sont colinéaires.

— Deux droites sont sécantes si et seulement si elles
ne sont pas paralleles et si le systeme formé par
leurs équations paramétriques admet une solution.

— Deux droites sont perpendiculaires si et seulement
si leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux, c’est-
a-dire si leur produit scalaire est nul, et si elles
sont sécantes.

— Deux droites sont non coplanaires si et seulement
si elles ne sont ni paralleles ni sécantes.

Pour chaque cas, nous allons :

1. Déterminer les vecteurs directeurs u_>1 et u_g des
droites (Dy) et (Ds).

2. Examiner si ces vecteurs sont colinéaires (droites
paralleles).

3. Si les droites ne sont pas paralleles, vérifier si elles
sont sécantes en résolvant le systeme d’équations
correspondant.

4. Si les droites ne sont pas paralleles, vérifier si
elles sont perpendiculaires en calculant le produit
scalaire de leurs vecteurs directeurs.

a) Les vecteurs directeurs sont :

2 3
u_>1: -3 et@: 2
4 -1

Pour vérifier si les vecteurs sont colinéaires, on
examine s’il existe k # 0 tel que u_g = lmTl) Si tel est
le cas :

3
= o
2

3 = 2k )
2 = -3k ie. k= ——
1= 4k 3
1

| F=




Ce systeme n’admet pas de solutions, donc les droites
ne sont pas paralleles.

Vérifions si les droites sont sécantes en cherchant des
valeurs de t et u telles que :

14+2t =
9-3t =
—9+4t =

8+ 3u
5+ 2u
—2—u

c’est-a-dire

2—3u = 7
—3t—2u=-4
dt4+u =7

De la troisieme équation, on a v = 7 — 4t. En
substituant dans la premiere : 2t — 3(7 — 4t) = 7,
c’est-a-dire 2t — 21 4+ 12t = 7 c’est-a-dire 14t = 28
c’est-a-dire t = 2.

On obtient donc ¢t = 2 et, en remplagant dans la
troisieme équation : u =7—-4(2) =7 -8 = —1.
Vérifions si ces valeurs satisfont la deuxieme
équation : —3(2) —2(—1)=—-6+2=—4

Les droites sont donc sécantes. Le point d’intersection
a pour coordonnées :

r= 1+202)=5
y= 9-3(2)=3
z=-94+4(2)=-1

Vérifions si les droites sont perpendiculaires en
calculant le produit scalaire de leurs vecteurs
directeurs :

up - up =2x 34 (=3) x 244 x (—1)
—6—6—4
=4

Comme uj - u} # 0, les droites ne sont pas

perpendiculaires.

(D1) et (Ds) sont sécantes et non perpendiculaires.

Les vecteurs directeurs sont :
—4 6
u_>1 = 2 et 175 = -3
6 -9
3
On remarque que Ug = —5_1>, donc QT{ et u_>2 sont
colinéaires.
En effet :
(3
—— X (—4)= 6
X (—4)
3
—— X2 =-3
2
3
——x6 =-9
2

c)

Les droites (D;) et (Dz) sont donc paralleles.

Pour déterminer si elles sont confondues, on vérifie
si un point de (D;) appartient & (Ds). Prenons par
exemple le point A(1; 2; 4) sur (D;) (pour t = 0).
Si A appartient a (Dy), il existe u tel que :

1=5+6u
2=3-3u
=2-—9u

De la premiere équation, on a 1 = 5+ 6u, c¢’est-a-dire
6u = —4, c’est-a-dire u = —3

Vérifions les autres équations :

2
3—3x(—3>:3+2:5#2

2
2—9x(—3>:2+6:8%4

Les autres équations ne sont pas vérifiées pour

u= —%, donc A n’appartient pas a (D).

(D1) et (Ds) sont donc paralleles non confondues.

Les vecteurs directeurs sont :

3 4
-1
-2 3

up =

Pour vérifier si les vecteurs sont colinéaires, on
examine s’il existe k # 0 tel que u_; = /mTl> Si tel est
le cas :

4 = 3k
2= —k
3 = —2k

De la deuxieme équation, on a k = 2. Vérifions avec
les autres équations :

3x2=06+#4
—2x2=-4+#3

Ce systeme n’admet pas de solutions. Donc les droites
ne sont pas paralleles.

Vérifions si les droites sont sécantes en cherchant des
valeurs de t et u telles que :

243t =
A—t =
5—2t =

—1+4u
2 —2u
6 + 3u

c’est-a-dire
3t —4u =

—t+2u =
—2t—-3u= 1



De la deuxieme équation, on a t = 2u + 2. En
substituant dans la premiere : 3(2u + 2) — 4u = —3,
c’est-a-dire 6u + 69— 4u = —3 c’est-a-dire 2u = —9

c’est-a-dire u = —5

9
On obtient donc u = —3 et, en remplacant dans la
9
deuxieme équation : t = 2x <—2) +2=-942=—T7.

Vérifions si ces valeurs satisfont la troisiéme
équation :

9 27 28427 55

—2(—7)—3><(—2) =14+ : 5 #1

Les valeurs ne satisfont pas la troisieme équation,
donc le systeme n’a pas de solution.

Les droites (D;) et (D2) ne sont donc pas sécantes,
et comme elles ne sont pas paralleles, elles sont non
coplanaires.

Vérifions si les droites sont orthogonales en calculant
le produit scalaire de leurs vecteurs directeurs :

- =3 x4+ (=1) x (=2)+(-2) x 3
=12+2-6
-8

Comme uj - uj # 0, les droites ne sont pas
orthogonales.

Ainsi (Dy) et (Ds) sont non coplanaires.




A placer en regardant le polycopié de Christophe

Démonstration. a passer en exercices Soit A un point
de (A) et soit (A,4) la droite parallele a la droite (d)
passant par le point A .

Si (A4) était sécante a (P), comme (d) est parallele a
(A,), alors (d) serait aussi sécante a (P) : or (d) est
parallele a (P) par hypothese, donc (A 4) est parallele
a (P) et comme elle a le point A en commun avec (P)
alors (A,) est contenue dans (P).

Par le méme raisonnement, on montre que (A4) est
contenue dans (P').

Ainsi la droite (A4) est contenue dans (P) et (P’); or
(P) et (P') sont sécants selon (A ), donc (A) = (Ay),
et donc la droite (A) est parallele a la droite (d). O

Exemple :

ABCDEFGH est un cube. Les points I,J, K
et L sont les milieux respectifs des arétes
[AFE], [AB],[BC] et [CG].

Montrer que les points I, J, K et L sont coplanaires.

Montrer que le plan (I JK) est parallele au plan
(EBG).

Dipommrmmmmmse C
o ¢
L G
| A
J B
T
k F

On se limitera ici a observer ce qui suit :

Questions : Considérons le plan P(O; 7, 7))

> Donner une représentation paramétrique de ce plan.

Vérifier que ce systeme équivaut a une seule équation,

appelée équation cartésienne du plan P(0; 7, 7)

Donner sans justification une équation cartésienne du
= B

plan P(O; 7/, k) et du plan P(O; j, k).

Donner de méme une équation du plan parallele au plan

P(0; 7, 7) et passant par A(0;0;5).

Donner une équation du plan perpendiculaire a 1’axe
des abscisses et passant par B(—2;0;0).
Question : Dans un repere (O; 7.7, ?), soit (d) :
r=1+t
y=-—2-—2t .
z=3+4
Déterminer les coordonnées du point d’intersection de
la droite ( d ) avec les plans de coordonnées, c’est-a-dire
les plans d’équation x = 0,y =0 et z = 0.

m PROPRIETE :

— —
Soient (u; U) et <u’ ;v > deux couples de vecteurs
non-colinéaires et O, O’ deux points de I’espace.
— —
Les plans P(O; , 7) et P’ (O/; u', v’) sont
paralleles N
& W, U, u, v sont coplanaires
%
& J(z;y) € R? tel que u’_}z cU 4y
et I(';y)) € R2 tel que v/ ='W +y' ¥






