Géomeétrie dans |'espace

1. Positions relatives de droites et de plans

A. Axiomes et définitions

Dans ce chapitre, les raisonnements sont fondés sur
quelques regles admises, appelées axiomes.

B AXIOME :
Par deux points A et B distincts de l'espace, il

passe une droite et une seule que 1'on peut noter
(AB).

B AXIOME :

Par trois points A, B et C' non alignés de I'espace,
il passe un unique plan que 'on peut noter (ABC).

B AXIOME :

Si un plan (P) contient deux points distincts A et
B, alors il contient toute la droite (AB).

B AXIOME :

Dans tout plan de l'espace s’appliquent les
théoremes de géométrie plane. En particulier : les
théoremes de Pythagore et de Thales.

B COROLLAIRE :
Une droite (d) et un point E tel que E ¢ (d)
définissent un unique plan.
Deux droites sécantes (D) et (D’) définissent un
unique plan.
Deux droites strictement paralleles (A) et (A')
définissent un unique plan.

i
i

&

m DEFINITION :

Des points sont dits coplanaires
appartiennent a un méme plan.

m DEFINITION :

Des droites sont dites coplanaires si elles sont
contenues (incluses) dans un méme plan.

s’ils

Remarque : Trois points sont toujours coplanaires.

Remarque : Deux droites sécantes sont toujours
coplanaires, ainsi que deux droites paralléles.
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B. Positions relatives de deux droites de
I'espace
m PROPRIETE :

Deux droites (D) et (D’) de l'espace sont soit
coplanaires soit non-coplanaires.

o Si elles sont coplanaires, alors elles sont soit
sécantes en un point A, soit elles sont paralleles.

o Si elles sont paralleles, alors elles sont soit
strictement paralleles soit confondues.

n(D) ={4}

« Droites coplanaires sécantes : (D)

i

e Droites coplanaires paralléles non confondues :
(D)N (D) =0

I

» Droites coplanaires paralleles confondues :
(D)n (D) = (D) = (D)

i

I
=

« Droites non-coplanaires : (D) N (D’)

Remarque : Dans l'espace, deux droites n’ayant
pas de point commun ne sont donc pas forcément
paralleles : elles peuvent étre non coplanaires.

Remarque : Deux droites paralleles sont coplanaires,
soit confondues soit sans aucun point commun.
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C. Positions relatives de deux plans
m PROPRIETE :

Deux plans (P) et (P’) sont soit sécants soit
paralleles.

o S’ils sont sécants, ils le sont selon une droite
(d).

o S’ils sont paralleles,
paralléles ou confondus.

ils sont strictement

o Plans strictement paralléles : (P) N (P') =0

\

'_I______

\

 Plans paralleles confondus : (P)N (P') = (P) =
(P')
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D. Positions relatives d'une droite et d'un
plan
m PROPRIETE :

e Une droite de I'espace et un plan sont soit
sécants soit paralléles.

e Une droite est sécante a un plan s’ils ont un
unique point d’intersection.

e Une droite est parallele a un plan si elle est
incluse dans ce plan ou si elle n’a aucun point
commun avec ce plan.

o Droite et plan strictement paralleles :

(P)n(P) =10

« Droite incluse dans le plan : (D) N (P) = (D)

 Droite et plans sécants : (D) N (P) = {A}

RN

Exemple :

Si une droite (d) est paralléle & une droite (d’) d'un
plan (P’), alors (d) est-elle parallele a (P’).
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2. Parallélisme dans |'espace

A. Parallélisme entre droites
m PROPRIETE :

Si deux droites sont paralleles a une méme droite
alors elles sont paralleles entre elles.

m PROPRIETE :

Si deux droites sont paralleles, toute droite parallele
a l'une est parallele a 'autre.

m PROPRIETE :

Si deux droites sont paralleles, alors tout plan qui
coupe l'une coupe l'autre.

B. Parallélisme entre plans
m PROPRIETE :

Si deux plans sont paralléles a un méme plan, alors
ils sont paralleles entre eux.

(Ps
(P1

(P2

it

m PROPRIETE :

Deux plans sont paralleles si et seulement si pour
tout couple de droites sécantes de I'un, il existe
un couple de droites sécantes de l'autre qui lui est
parallele.

m PROPRIETE :

Si deux plans sont paralleles, alors tout plan
qui coupe l'un coupe l'autre et leurs droites
d’intersection respectives sont paralleles.

(P B
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C. Parallélisme entre droite et plan
m PROPRIETE :

Si une droite (d') est parallele & une droite (d)
incluse dans le plan (P), alors (d') est parallele au

plan (P).

) —

Si une droite (d) est parallele & un plan (P’), tout plan

(P) contenant (d) est-il parallele & (P’)?

m PROPRIETE :
Si (P) et (P’') sont deux plans sécants selon une
droite (A) et si (d) est une droite parallele a (P)
et a (P’), alors (d) est a parallele a (A).

P (a)
(A) §
(P)

® THEOREME : Théoréme de toit
Si (d) et (d’) sont deux droites paralleles, si (P) est
un plan qui contient (d), si (P’) est un plan qui
contient (d'), et si (P) et (P’) sont sécants selon
une droite (A), alors (A) est parallele a (d) et a

(d).
»/
(d) (d)
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3. Orthogonalité dans I'espace

m DEFINITION :
On dit que deux droites (D) et (A) de 'espace
sont orthogonales si les paralléles respectives (D)
et (A’) a ces deux droites menées par un point A
quelconque sont perpendiculaires.

(A)

Exemple :

Dans le cube ci-dessous, les droites (EF) et
(FG) sont coplanaires et perpendiculaires. Les
droites (AB) et (F'G) ne sont pas coplanaires mais
elles possedent des paralleles respectives qui sont
perpendiculaires : par exemple (EF) et (FG).

Ainsi les droites (AB) et (F'G) sont orthogonales.

H T G
U~ )
g F
K
D= c
L Do >
Al B
T

Notation : On note : (D) L (A).
Exemple :

Dans le cube ci-dessus, les droites (JU) et (GD)
sont-elles orthogonales ?

Elles sont orthogonales.

Méme question avec les droites (AG) et (HB).
(ABH) et (HB) sont orthogonales et méme
perpendiculaires. Ce sont les diagonales du carré
ABGH.

Exemple :

Si deux droites sont orthogonales a une méme
troisieme, alors elles sont paralleles entre elles. Vrai
ou faux?

Faux. Considérons les trois axes d'un repere
orthonormée de ’espace...
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Exemple :

Si deux droites sont orthogonales, alors toute
parallele a 1'une est orthogonale a l'autre. Vrai
ou faux?

Vrai. Notons d et d’ deux droites orthogonales.
Ainsi, il existe A et A’ deux droites perpendiculaires
dans un méme plan telles que A//d et A’//d.
Supposons que d” soit parallele a d. Alors d”//d et
d//A, donc d”//A. Ainsi d” est orthogonale a A'...

& finir...

m DEFINITION :
Une droite (d) est perpendiculaire & un plan (P)
si elle est orthogonale a toutes les droites du plan

(P).

Remarque : Cette définition est en pratique
impossible a vérifier, d’ou I'importance du théoréme
suivant : R
B THEOREME :
Une droite (d) est perpendiculaire & un plan (P) si
et seulement si (d) est orthogonale a deux droites
sécantes du plan (P).

Exemple :

Dans le cube ci-dessous, la droite (FA) est
perpendiculaire aux droites (AB) et (AD) qui sont
sécantes, donc elle est perpendiculaire au plan
(ABC). Comme la droite (BD) est contenue dans
le plan (ABC), on en déduit que la droite (EA)
est perpendiculaire a la droite (AC) et qu’elle est
orthogonale a la droite (BD).

H T G
U ! S
E f fa
| K
) S ) S C
L’ O
///' J
A B
I
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On a également les propositions « évidentes »
suivantes :
m PROPRIETE :
Si deux droites (D) et (D’) sont paralleles, alors
tout plan (P) perpendiculaire a I'une I'est a 'autre.

(D) (™)

(D) //(D")
(D) L (P)

m PROPRIETE :
Si deux droites (D) et (D’) sont perpendiculaires a
un méme plan (P), alors elles sont paralleles entre
elles.

} = (D) L (P)

(D) L (P)
(D) L (P)

m PROPRIETE :
Si deux plans (P) et (PP’) sont perpendiculaires
a une méme droite (D), alors ils sont paralleles.

} = (D) /) (D)

(d)
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m PROPRIETE :
Si deux plans (P) et (P’) sont paralleles, alors
toute droite (D) perpendiculaire a l'un est
perpendiculaire a 'autre.

(d)

\u

(P)// (P
(D) L (P)

m DEFINITION :

Deux plans sont dits perpendiculaires si une
droite perpendiculaire a I'un est orthogonale a une
droite perpendiculaire a 'autre.

} = (D) L (P)

- -

Remarque : Si deux plans sont perpendiculaires,
toute droite de I'un est-elle orthogonale a toute droite
de 'autre ?
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4. Géométrie vectorielle dans |'espace

On étend de fagon naturelle la notion de vecteur du
plan a vecteur de ’espace. En particulier :

e Pour tout point O de 'espace et tout vecteur 7,
il existe un unique point M de 'espace tel que
—

OM =7.

o ABCD est un parallélogramme si et seulement si
AB = DC.

o Les régles usuelles de calcul (relation de Chasles,
multiplication par un réel...) sont les mémes que
dans le plan.

. o —
e SiW = 0oudv = 0 alors @ et ¢ sont

colinéaires.

-Siﬁ#ﬁet?#ﬁalorsﬁet?sont

colinéaires s’il existe un réel k tel que : U =k.

m DEFINITION :

Soient A un point et 7 un vecteur non nul.

La droite passant par le point A et de vecteur
directeur @ est I'ensemble des points M de I'espace
vérifiant :

Ik € R, AM = k¥
Cette droite se note d(A; ).

Exemple :
Dans un cube ABCDEFGH, on pose :

H G
w |
D
£ S SRR R C
A ~B

U = Jﬁ,ﬁ = E et W = ﬁ Identifier les
droites :

dy=d(F; 4 —7)=(HF)

dy =d(G; W + 7 4+ W) = (AG)

ds=d(C; U +7 — W) = (EC)
dy=d(D; U -7 + W) = (FD)
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5. Vecteurs coplanaires et plans de |'espace

m DEFINITION :
Soient 7, o et W trois vecteurs de I’espace.

« Si W et U sont colinéaires, alors les vecteurs
7, o et W sont coplanaires.

e Si W et ¥ ne sont pas colinéaires :

les vecteurs @, ¥ et W sont coplanaires s'il
existe un couple (a; b) € R? tel que

ﬁzx?%—y?
ﬁ:x7+y7

N

o B
Exemple : H G
On considere les points E i 7
A7B7C7D7E7F7G i
et les H sommets du |
cube ci-contre. Jo P u—— __Jo
AL B

. ﬁ7 E et E sont coplanaires. En effet : ﬁ

etﬁ

sont non-colinéaires et

AD + AD = AC = EC:
Doncﬁzlx@lexE.

o Les vecteurs 1@, ﬁ et ﬁ sont-ils

coplanaires 7
Les vecteurs E et B? sont coplanaires et

EG=EF +FH + HC
— AB+ BD + AB
— 245 + BD

Donc les vecteurs ﬁ, ﬁ et ﬁ sont

coplanaires.

e On nomme I centre de la face ABFFE et J le
milieu de [F'G]. Les vecteurs EF , BC et 1
sont-ils coplanaires ?

ﬁ:ﬁﬁﬁ:éﬁ%ﬁ
= JAC = | (4B + BC)
:;(ﬁ+ﬁ):;ﬁ+33‘é
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m DEFINITION :
Soient @ et ¥ deux vecteurs non colinéaires
et O un point de 'espace.
Le plan (P) passant par O et de vecteurs directeurs
U et U est Pensemble des points M de 'espace

vérifiant : 3(z;y) € ]RZ,@\_)/[ =z +y .

Ce plan peut se noter : P(O; u, 7)
Remarque :

o Autrement dit, M € P(O; , 7) si et seulement
si OM, o et U sont coplanaires.

o Si A, B et C sont trois points non alignés, alors le

plan (ABC') est I'ensemble des points M vérifiant :

(z;y) € RQ,m — 4AB + y/ﬁ.
Exemple :

On considere les points ;
A B,C,D,E,F,Get FE § F

H, sommets du cube ci-

contre. Soit O le centre
de la face ABCD.

Comme

B:;A_&
- ¢ (4B + D)
= JAB+ JAD

alors O € P (A; @,@) ie. O € (ABC).

m PROPRIETE :
Soient @ un vecteur non nul, (¥ ; @) un couple
de vecteurs non colinéaires, A et O deux points de
I’espace.

La droite d(A; W) est paralltle au plan
P(O; v, E?) si et seulement si les vecteurs o, U

et W sont coplanaires.
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Démonstration.

—> Supposons que la droite d(A; 7) est parallele au
plan P(O; v, ﬁ) Alors la droite

(d)=d(O; W)

est paralltle & d(A; W) et elle est contenue

dans P(O; U, ). En effet, si elle était sécante

a ce plan, d(A; 7) le serait aussi, d’apres la

proposition 3 de la partie 2.A. .

Tout point M € (d’) vérifie donc : il existe
s

J(z;y) € R? tel que OM = 27 + yuW car

M € P(O; U, W) et également : Ik € R tel

que OM = kT car M e (d).

Ainsi, il existe trois réels k, x, et y tels que
Kl =20 + yﬁ

Que k soit nul ou pas, cette égalité signifie que
les vecteurs 7, U et W sont coplanaires.

<= Réciproquement : supposons que 7, T et W sont
coplanaires.
Alors I(z; y) € R2 tel que W =20 +y .
La droite (d') = d(O; ) est donc une droite
contenue dans le plan P(O; 7,?) et elle est
parallele & la droite d(A; ).
Donc la droite d(A; @) est parallele au plan
P(O; o, ﬁ) (voir remarque 'exemple de la page
2).
]
m PROPRIETE :
Soient (U ; V) et <E’>, 7)
vecteurs non-colinéaires et O et O’ deux points
de 'espace.

Les plans P(O; , 7) et P’ (O’; ?, 7) sont
paralleles

<~ 7, 7, ? et 17 sont coplanaires

<— J(z; y) €R2,7:x7+y7

et I(a'sy') € R2,7 — U +y T

deux couples de

Démonstration. En exercice. OJ
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6. Repérage dans |'espace

m DEFINITION

Tout triplet (7), 7, ?) de vecteurs non coplanaires
est appelé base des vecteurs de ’espace.

Un repere de lespace est un quadruplet
O; 7 k) u (7 k:) est une base et O
est un pomt de lespace, appelé origine de ce
repere.

Exemple :
Un repere quelconque Un repere orthogonal
E
H G
Eg— F
_> |
— v D
; Dl e
B - Y A = B
Un repere orthonormé :
H G
Ef— F
N
k )
B C
A = B

B THEOREME : Existence des coordonnées
%
Soit (O 7.7, k) un repere de Iespace.
Pour tout point M de 'espace, il existe un unique
triplet (z; y; z) € R3 tel que

— —
Osz?—I—y?—i—zk

Le réel x s’appelle I'abscisse du point M ; le réel y
s’appelle 'ordonnée du point M ; le réel z s’appelle
la cote du point M.

Démonstration.

» Existence des coordonnees d’un point dans un
repere : (O; 7
on considére un pomt M quelconque de I'espace.
On appelle M’ le point 1ntersect10n du plan

P(O; 7, 7) et de la droite d(M; k:) Notons
ensuite M; le point intersection de la droite

d(O; 7) avec le plan P(M’, 7, k;) et M, le
point intersection de la droite d(O; 7) avec le
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k ) étant un repere de I'espace,

%
plan P (M’; 7K
intersection de la droite d(O; k) avec le plan
P(M; 7', 77). Alors par construction :

OM — OM; + OM, + OM3

). Notons enfin M3 le point

), donc il existe z € R tel

€ (0;
que : OM; = x7 et de meme il ex1ste des réels y
et z tels que OMg—yj et OMg—zk:

o Unicité des coordonnées : Supposons qu’il existe un
autre triplet (z; y'; 2’) € R3 distinct de (x; y; 2)

; 1—=r 1= e Ad11ira 7
tel que : OM = 2" v +vy" j+ 2" k. On en déduirait

De plus M,
——

- =
alors: (1 —2) T+ @y—y) T +(z—2)k =0
ce qui entrainerait la coplanarité des vecteurs

%
7,7, k, ce qui est exclu car (O 7.7, k) est
]

un repére done (7, 7, k:) est une base.

m DEFINITION :

On dit que le vecteur 7 a

(x; y; z) dans la base (7) 7, k) si I'unique point

our coordonnées

Y
M tel que OM = U a pour coordonnées (x;y;2)

%
dans le repeére (O; 77K ).
m PROPRIETE :
%
Dans un repere (O ; V7K ),
i 45
siw|y|et o |y | alors:
z 2
Pour tout réel k, fo
e kU a pour coordonnées ky
kz
x+a
« W+ U a pour coordonnées |y + v
z+ 2
m PROPRIETE :
Si M(z;y; z)et M (a5 ; 2') alors :
/
-z
e MM’ a pour coordonnées |y —y
7 —z

o Le milieu I de [MM’] est le point

(et vty 2+
2 7 2 7 2
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7.  Orthogonalité de deux vecteurs.

Distance dans un repere orthonormé
%
On se place dans un repere (O; 7.7k )

m DEFINITION :
Soient U et ¥ deux

vecteurs. M

Si W = 6> ou

v = ﬁ alors les o

vecteurs U et U sont -
orthogonaux. 0 M’

——
Si @ et ¥ sont non nuls et si ¥ = OM et
¥ = OM’, on dira que les vecteurs U et U sont
orthogonaux si (OM) L (OM').

m DEFINITION :

_>
Si les vecteurs 7,7 et k sont deux a
deux orthogonaux alors on dit que le repere

ﬁ
(O; 7.7, k) est orthogogal.
Si le repere (O; 7.7, k)_)est orthogonal et
que |7 = |7 = Ikl = 1 alors le

repere (0;7),7, k) est dit orthonormal ou

orthonormé.

m PROPRIETE : .
Dans le repere (O; 7,7, k) orthonormal, si
z
U |y | alors || = Va2 + 4% + 22
2z

Démonstration. Les notations ci-apres sont celles

de la démonstration du théoreme d’existence

des coordonnées, ou (O;?,?, k) est supposé

orthonormal.

e —
Si W =OM = 27 + y7 + z k, le repere étant
orthogonal, le triangle OM M’ est rectangle en M’ et
on obtient, grace au le théoreme de Pythagore,

s
IZ|* = |OM]?
— OM/2 +M/M2

Puis, dans le triangle OM; M’ rectangle en My,
OM"”? = OM}? + M;M"™. Do,

-
I |* = |[OM])”
=OM"? + M'M?
=OM}+ MyM"? + M'M?
Or : OM;M'M; est un parallélogramme (c’est méme
——n
un rectangle) donc My M’ = OMj; et de méme

e S
M'M =OMs.
Ainsi, | 7|2 = |OM|? = OM? + OMZ + OM;?.
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— 2
Or, OM? = |OMy|" = [l27[|? = 22|| 7'||? et de méme
%
OM; = | T|* et OMZ = 22| K| . .
Ainsi: |7 )* = [OM | = 2| 7 |*+9?)| 7 17+22] k|
et comme le repere est orthonormal,

— = -
7P =171 =k]*=1 O

B COROLLAIRE :
% %

Dans le repere (O; 7.7, k) orthonormal, si
A(xa;ya; za) et B(xp; yp; zp) alors :

AB = \/(J;B - $A>2 + (yB — yA)2 -+ (@ — ZA>2
m PROPRIETE :

Dans le repere (O; 7,7,?) orthonormal, si
i 45

Uyl etd [y], alors
z z'

%
U Lu =z’ +yy +22 =0
Démonstration.

H _>
. Regarquons que si ¥ = OM ::c_f +y T + 2K
et W/ =OM =2'7 +yJ +7k et en supposant

M #0O et M'# 0O, on a
_>
W L W siet seulement si OM M’ est rectangle en
O, c’est-a-dire, d’apres le théoreme de Pythagore,
MM"? =OM?+0OM"
c’est-a-dire, en calculant les distances :

(@ =)+ — )+ (= 2)°
=2+ P+ 22+ +y? + 27

ou encore,

x’2—2x'x+x’2—|—y'2—2y'y—|—y2—|—z’2—22'2—1—22
=2®+ P+ 2+ a4y + 2"

c’est-a-dire
2@z +yy+22)=0
c’est-a-dire
xx' +yy +22'=0

— —
e Par ailleurs, si ¥ = 0 ou «/ = 0 alors « et o/
sont orthogonaux et on a bien

xx +yy + 22 =0
]
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8. Représentation paramétrique d'une
droite de I'espace

m PROPRIETE :

%
Dans un repere (O; 7,7, k), soient le point
a
A(xa;ya;24) et le vecteur @ | b | non nul. Soit
©

M (z; y; z) un point quelconque de Iespace.

M(z;y; 2) €d(A; W)
T =x4+ ka

y=1vya+ kb
z=12z5+kc

<— dJk € R,

m DEFINITION :

T =x4+ ka
Yy =ya+kb
z=2za+kc
représentation paramétrique de la droite
d(A; 7) Le réel k s’appelle le parameétre.

Le systeme est appelé une

%
Démonstration. Dans un repere (O ; 7, 7, k ), soient
le point A (243 ya; za) et le vecteur W (a; b; ¢) non
nul. Soit M(z; y; z) un point quelconque de l'espace.

M(x;y; 2) € d(A; ; W)
s 3k eR AM = k7

r—1x4 = ka

< dkeR,{ y—ya=kbd
z—z4 = ke
r=x4+ka
<= dkeR,{ y=ya+ kb
z=z4+ ke
Exemple : O
%
Dans un repere (O; 7,?, k), soient le point
2
A(—=1;2:3) et le vecteur o | —3|. Comme
4

0 #* ﬁ, on peut définir la droite d(A; 7)

Dire quun point M(x; y; z) est un point de
d(A; 7) équivaut A dire 3k € R, AM = kW ou

encore, en utilisant les coordonnées, a :

z+1=2k

JkeR < y—2= -3k
z— 3 =4k

rz=—1+2k

ouencore  Jp c R { y=2— 3k
z =3+ 4k
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m PROPRIETE :

Réciproquement, 'ensemble des points M (x; y; 2)

x=a+ka
vérifiant3k €e R, y=6+kb ou(a; B;7) € R
z=v+kc
et (a;b;c) € R? s’interpréte comme la droite
a
d(A; W) ot A(a; B;y) et W [ b
c

Exemple :

Chaque valeur réelle de k donne les coordonnées
d’un point de d(A; 7) : par exemple pour k = —1,
on obtient le point B(—=3; 5; —1) € d(4; W).

Exemple :
Réciproquement, le point C(5; —7; 14) est-il un
point de d(A; ) ?

Cest le cas ¢’il existe & € R tel que

5=—1+2k 5=—1+2k k=3
—7=2-3k or, —7=2-3k &4 k=3
14 =3 + 4k 14 =3+ 4k k=14

ce qui est faux, donc C' ¢ d(A; ).

Exemple :
L’ensemble des points M (z; y; z) vérifiant :
r==k
dk e R, y=—1+2k estla droite passant par
z2=2—-k
A(0; —1; 2) et de vecteur directeur
1 x=| 0|+ 1 |k
Tl 2 |carFkeR{ y=|-1|+| 2 |k
-1 z=| 2|+ |(-1) |k
‘ un point de la droite ‘ / —

un vecteur directeur
de la droite

Observons que tout vecteur directeur colinéaire au

1
vecteur @ | 2 | définit la méme droite.
-1 x =3k
Donc par exemple ¢ y = —1+4 6k est également
z2=2-3k

une représentation paramétrique de la méme droite.
Observons aussi par exemple que, pour kK = 1, on
obtient comme point de la droite : B(3; 5; —1).

r=3+3k
Donc le systeme ¢ y =5+ 6k  est encore une
z2=—-1-3k

représentation paramétrique de la méme droite.
Une représentation paramétrique d’une droite n’est
donc pas unique.
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9. Représentation paramétrique d'un plan

m PROPRIETE :

—>
Dans un repere (O; 7,7, k), soient le point

a a
A(xa; ya; za) et deux vecteurs Alb|etd |V

c c
non colinéaires.

Soit M(x; y; z) un point quelconque de I'espace.

M(z;y; 2) € P(A; U, V)
T=x4+ka+k'd
< J(k; K)eR*{ y=ya+kb+ KV
z2=za+ kc+ K<

- —

Démonstration. Dans un repére (O; 7", 1, k), soient

le point A(x4; ya; z4) et deux vecteurs kT4 (%) et
K (Zﬁ) non colinéaires.
C

Soit M(x; y; z) un point quelconque de I'espace.

M(z;y; 2) €P(A; U, )
e Ik K) e RLAM = kT + KT
r—x4=ka+kd
Y — s = kb+ KV
z—z2a=kc+k'd
r=x4+ka+Kd

y=1ya+kb+ KV
z=12z24+kct+k'd

< 3(k; k') € R?,

< 3(k; k') € R?,

m DEFINITION :
T=1x4+ka+kd
Le systeme { y=1ya+kb+ KV
z2=zpx+ ke+ Kk
une représentation paramétrique du plan
P(A; W, 7). Les réels k et k' sont appelés les
parametres.

est appelé

Exemple :

%
Dans un repere (O; 7,7, k), soient le point

A(2; —1; 0) et deux vecteurs ( ;1 ) et U ( )

Comme les vecteurs @ et o ne sont pas cohnealres,

on peut définir le plan P(A4; W, V).

Dire qu’'un point M (z; y; z) est un point du plan
P(A; U, ) équivaut a dlre

d(k; k') € R? tel que : AN = kK + KU ce qui

équivaut, en utilisant les coordonnées, a :
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r—2=4k -k

J(k; k') € R?* tel que ¢ y+ 1= —3k+ 2k

z—0=2k+K
ou encore :
un vecteur directeur

' 2 rv=|2||+4 |k —F
ks K)ERT N y= 1| =3k +2 ¥
z= 2|k + |K

- T
un point : :

de la droite ’ l'autre vecteur directeur ‘
m PROPRIETE :

Réciproquement, ’ensemble des points M (x; y; 2)
vérifiant :

r=oa+ka+kd
y=0+kb+ KV
=vy+kc+ k'

3(k; k') € R?,

s’interpréte comme le plan P(A4; 7,7) ol

!/

a a
A(a;ﬁ;v),ﬁ blet v ¥
c c

Exemple :

Tout couple de réels (k; k') fournit les coordonnées
d’un point de P(A; o, V).

Par exemple, le couple (—3; 5) définit le point
B(—15; 18; —1).

Exemple :
Le point C(—1; 0; —3) est-il un point du plan
PA; W, V)7
)eP(A; U, 7)
—1=2+4k-F
NeR* S 0=—1—3k+ 2k
—3=2k+Fk
4k — k' =
") € R?, —3k+2k:’_ 1
2k+ K =
k= —1
)ERY S K =
—3 =
Ainsi, le point C'(— ; —3) est un point du plan
(A,ﬁfﬁ
Remarque : Contrairement au cas des droites de

I’espace, il existe un autre type d’équations de plans,
que 'on verra en Terminale.
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