Continuité et bijection

1. Continuité

B Rappel :
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et
a € I. Donc f est définie en a. Rappelons que si la
fonction f admet une limite finie en a, alors cette
limite ne peut étre que f(a).

m DEFINITION :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Soit
a € I. On dit que la fonction f est continue
en ¢ si la fonction f admet une limite finie en a,

c’est-a-dire si
lim f(z) = f(a)

T—ra

m DEFINITION

On dit que la fonction f est continue sur
I’intervalle [ si la fonction f est continue en tout
a€l.

Remarque : Si la fonction f est continue sur
I'intervalle I alors le tracé de de (Cy) dans un repere
(O; 7,7) est « d’un seul morceau ».

m PROPRIETE :

Si la fonction f est dérivable en a alors la fonction
f est continue en a.

Les exemples suivants sont des conséquences directes
de la propriété précédente :
Exemples :
e Les fonctions polynomes sont dérivables donc
continues sur R.

o Les fonctions rationnelles sont dérivables donc
continues sur tout intervalle inclus dans leur
ensemble de définition.

o Les fonctions cosinus et sinus sont continues
sur R.

» La fonction racine carrée est dérivable donc
continue sur |0 ;+oo][ et comme de plus :
liII(l) VT = 0 = /0, elle est continue en 0 et
T—

donc sur R,..
Remarque : La fonction valeur absolue vérifie :
lim |z| =0
z—0
= 10]

donc elle est continue en 0. Or, elle n’est pas dérivable
en 0.

Donc la réciproque de la proposition précédente est
fausse.
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Exemple :

On considere la fonction f définie sur R par :

sin x

fo) = six #0

1 sizx=20

La fonction f est un quotient de fonctions
dérivables sur R* et est définie sur R*, donc elle est
dérivable sur R* et donc continue sur R*.
D’autre part, on sait que :
. sinzx
lim
z—0

=1let f(0) =1, donc glglg(l]f(a:) = f(0)

Ainsi la fonction f est continue en 0.
On en conclut que la fonction f est continue sur R.

A

s

1 0 1 2 3 I 5 (

2. Images d'intervalles

Exemple :

On considere la fonction f définie sur I'intervalle
[—2; 3] par :

.T}2

:.75—1—3

f(x) +1

dont on donne ci-apres 'allure de la représentation
graphique.

A
5 I
e
\ 34
L~
NP EEs
N ERE=E:
B RRR=FRRAL 1 I
L’image de l'intervalle I = [—2; 3] par la fonction

f est 'ensemble J des réels y vérifiant

Ve e [-2; 3], f(z) e J
Yy e J, 3z € [-2;3], f(x) =y

L’image de l'intervalle I par la fonction f se note

SI).
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5
o J= {2 ; 5} répond-il & la définition ?
5
J = 3 ; 5] ne répond pas a la définition : en

effet, il existe des réels = € [—2; 3] dont l'image
n’appartient pas a J. Contre-exemple : f(0) ¢ J

« L’ensemble J = [0; 5] répond-il a la définition ?
J = [0; 5] ne répond pas a la définition : en
effet, il existe des réels y € J qui n'ont pas
d’antécédents par f. Contre-exemple : 0, 5.

o Conjecturer ’ensemble J par lecture graphique.
Graphiquement, on conjecture que
f(I)=1[1;5].

On va maintenant démontrer cette conjecture :
Démontrer que : Vo € [-2; 3] : f(z) € [1; 5].
Soit x € [-2; 3.

—-2<x<3 <r+3<6
1

—
—

| = =

< <1

r+3

< 3, donc 0 < 2?2 <9.
2

x
<9

De plus, —2 <
0
T+ 3

x
<

Par produit,

On en conclut que 1 < f(z) < 10, la premiere
inégalité est donc vérifiée. Pour la deuxieme,
étudions le signe de f(z) — 5 :

x
f(x)—5—x+3+ -5
72
T r43
_x2—4m—12
N z+3
(x+2)(x—6)
N r+3

Ainsi on a le tableau de signes suivant :

x —o0 -3 —2 6 +oo
z + 2 - - 0 + +
z — 6 - - - ) +
z + 3 - 0 + + +
dzigf“(‘;) - 0 + H - 0 +

Donc f(z) —5 < 0 pour tout x € [—2; 6], et
[—2; 3] C [-2; 6].
Dong, pour tout z € [-2; 3], f(z) < 5.
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Ainsi : f(I) C [1;5]. Mais, conformément a la
définition de f(1), il faut réciproquement montrer
que [1; 5] C f(I), c’est-a-dire que :

Vy € [l; 5], 3z € [-2; 3], f(x) =y

e Soit y € [1; 5]. Résoudre 'équation f(z) =y
d’inconnue x

o) =y = =

1=
x+3+ g

2 +x+3

— 3
=2’ +r+3=y(r+3)
=’ +r+3—-yr—3y=0
=P+ (1-ya+3(1-y)=0

Considérons cela comme une équation du second
degré d’inconnue x et de parametre y.

Puisquey € [1; 5),y—1 > 0et y+11 > 0. Donc
A > 0, ainsi le trindme précédent admet deux
racines réelles (éventuellement confondus) :

—(1-y)—Jly-1) (y+11)
2
y—1—/(y—1)(y+11)
2

I =

y—1+/(y—1)(y+11)
2

y—1—/(y+11)(y—1)

De méme, xy =

e Montrer que le réel
appartient I'intervalle [-2; 3]. Conclure.
On a montré que

(13 5] C f(I) et f(I) C[1;5]

Ainsi, on a montré par double inclusion, que :

fI) =115 5].

Remarque : L’image de l'intervalle [—2; 3] par la
fonction f est donc un intervalle. On peut démontrer
que cette propriété est vérifiée par toute fonction
continue et tout intervalle inclus dans son domaine de
définition.
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m THEOREME On a plus précisément la proposition suivante :
Si la fonction f est continue sur 'intervalle 7, alors B PROPRIETE :
f(I) est un intervalle. Dans les tableaux ci-dessous, a et b désignent deux

. réels ou —oo ou +00.
Remarque : On peut observer qu’avec une fonction

discontinue sur l'intervalle I, ’ensemble f(I) n’est
pas forcément un intervalle. Si la fonction f Et si la fonction f est
Exemple : est continue sur | strictement croissante sur
La fonction f définie sur I = [-2; 3] par :
—(r+1?-1 si —2<a< 1 I'intervalle I = | lintervalle I alors f(I) =
f(@:{ NCES si-1<z<3 ™
discontinue en a = —1 [a; b] [f(a); f(D)]
et f([-2;3]) =[-2; —1]U[0; 2] qui n’est pas un 1 :
intervalle. Ja; b] 9161_I>r(11 f(x); f(b)
1 [a; b f(a); lim f ()
2 z—b
| Ja; bf lim f(z); lim f(2)
v Si la fonction f Et si la fonction f est
—2 —1 0 1 y . . P
est continue sur | strictement décroissante sur
1
I'intervalle I = | UDintervalle I alors f(I) =
9 1
[a; ] [f(b); f(a)]
Exemple : I ) [
o o Ja; b] f(b); lim f(z)
Il est aussi possible que f soit discontinue sur [ et r—a
que f(I ) soit maflgrfé tout un intervalle. Par exemple, | | e ) (a)-
la fonction f définie sur [ = [—2; 3] par : z—b
1 Ja; b] lim f(z); lim f(z)
fz) = (m+1)2+§ si —2<r< -1 z=b ra
Vo +1 si —1<z<3 Exemple :
) ) Cette propriété permet de simplifier I'étude de
est discontinue en a = —1 et pourtant,

I’exemple de la page précédente, apres avoir étudié
les variations de la fonction f, qui est dérivable
donc continue sur [—2; 3]. Comme la fonction f est
strictement décroissante sur [—2; 0], le théoreme

donne :
]
N

f([—2;3]) =10; 2], qui est un intervalle.

A

No

F(1=2;0)) = [F(0); f(=2)] = [1; 5]
\ Comme la fonction f est strictement croissaglte sur
03 3], alors £(0; 3]) = [£(0): £(3)] = |15 ]

Ainsi : f([=2;3]) = [1; 5] U {1; ;} —[1; 5].

=

Y
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[ | THEORENIE des valeurs intermédiaires

Soient a et b deux nombres réels et f une fonction
continue sur 'intervalle I = [a; b].

Alors f atteint toutes les valeurs intermédiaires
entre f(a) et f(b). Autrement dit, pour tout réel k
compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un
réel ¢ € I tel que f(c) = k.

A

4 4

Remarques :

e Le théoreme des valeurs intermédiaires peut aussi
se formuler ainsi : pour tout réel k compris entre
f(a) et f(b), Péquation f(x) = k admet au
moins une solution.

e L’hypothese de continuité de la fonction f
sur Uintervalle I = [a; b] est suffisante pour
aboutir a la conclusion, mais pas nécessaire,
comme le montre le second exemple de la page
précédente : f([—2; 3]) est Uintervalle [0; 2]) :

celui-ci f(—2) = 2 et f(3) = 2 et donc tous

les réels compris entre 3 et 2 sont eux-mémes

des images de réels de l'intervalle [—2; 3] par la
fonction f. Donc pour tout réel k compris entre

— et 2, 'équation f(z) = k admet au moins une

solution sur [—2; 3].

e Face a une question du type : « Montrer que
I'équation f(x) = k admet une solution sur
Iintervalle I », il y a deux méthodes : soit on
sait résoudre ’équation f(z) = k et on la résout,

soit on ne le sait pas (c’est le cas le plus fréquent).

Alors, si les hypotheses d’application du théoreme
des valeurs intermédiaires sont vérifiées, il va
permettre d’affirmer 'existence d’une solution ;
elle pourra ensuite étre approchée par des moyens
informatiques.
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Exemple :

Soit f la fonction définie, pour tout réel =z,
par f(z) = z° — 5z + 1. Démontrer 'existence
de solutions réelles de l'équation f(z) = 0 et
conjecturer les valeurs de ses solutions.

f est dérivable sur R en tant que polynome, donc
f est continue sur R. De plus, pour tout x réel,

f'(x) =5z* -5
:5(x4—1)
~5 (1) (2 +1)
=5(z—1)(x+1)(a* +1)

On obtient le tableau de signes et de variations
suivants :

z — oo -1 1 +oo
@ -1 - - 0 +
z 41 - 0 + +
? 41 + 0 + 0 +
i nd + 0 - 0 +
var(ilaetifons - 5o— > +oo
Donc f (R) =R.

D’apres la calculatrice, on conjecture ’existence
de trois solutions valant respectivement environ
r1 ~ —1,541652, x5 ~ 0,2000641 et x5 ~ 1,4405.

m n —
Ajouter une équation
Statistiqu

es  Probabilités

Résoudre 1'équation

-1.541652

x1
x2 0.2000641
3 1.4405

Démontrer que 1’équation admet exactement trois
solutions réelles distinctes.

Puisque la fonction f est strictement croissante
sur Uintervalle |—oo ; —1], I'équation f(z) = 0
admet une unique solution sur |—oo ; —1[.

De méme, puisque f est strictement décroissante
sur U'intervalle [—1 ; 1], 'équation f(z) = 0 admet
une unique solution sur |—1; 1].

Enfin, puisque f est strictement croissante sur
I'intervalle [1; 4o0|, "équation f(x) = 0 admet
une unique solution sur [1; —ool.

Donc I'équation f(z) = 0 admet bien trois solutions
distinctes sur R.
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Exemple :

L’équation cos(z) = z admet-elle des solutions
réelles ?

L’équation est équivalente a cos () —z = 0. Notons
f la fonction définie sur I = R par cos (z) — x

o f est dérivable sur R en tant que différence de
fonctions dérivables sur R, donc f est continue
sur R.

o Grace a I'étude des limites, on montre que
f(R)y=Ret0e€ f(R).
Ainsi, d’apres le théoreme des
intermédiaires, 1’équation f(z) =
au moins une solution réelle.

valeurs
0 admet

3. Bijection
m DEFINITION :

Soient I et J deux intervalles. On dit qu’une
fonction f est une bijection de l’intervalle [
sur l’intervalle J si :

Veel, f(x)eJ
Vye J Az el flx)=y

Exemple :

La fonction f : x — x? est une bijection de I = R,
sur J =Ry
Soit y € R;.

fla)=y=a2"=y
= ol = Vi
—zr=ycar x>0

Ainsi : z = /y est I'unique réel positif tel que
flx) =y.

On dit que la fonction y — /y est la bijection
réciproque de f. On la note f~!.

e P

s

o
\
PR i i i

e e

b Sib

h
i
1
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m DEFINITION :
On appelle bijection réciproque (ou fonction
réciproque, ou réciproque) d’une bijection f est
I'application qui associe a chaque élément de
I’ensemble d’arrivée son unique antécédent par f.
Elle se note 1.

Exemple :

Soit f : x +— 2z + 3. Etablir que la fonction f est
une bijection de R sur R et déterminer f—1.
Soit y € R.

fle)=y<=2x+3=y
= 2x=y—3
1 3

=r=-y— -
Ty

Ainsi x = —y — — est 'unique réel tel que f(x) = y.
Ainsi, la bijection réciproque de la fonction f est
1 3

—1
Sy Y — =
7y 5V 5

Exemple :

1
La fonction f : x +— — est-elle une bijection de
x
I'=]0; +oo] sur J =10; +o00[? Si oui, déterminer
.
Soit y € R7.

flo) =y = =

— T =

<= @

1
Ainsi x = — est l'unique réel tel que f(z) = v.

Ainsi, la bijection réciproque de la fonction f est

fl=g

m DEFINITION :
Une fonction f bijective vérifiant f = f~! s’appelle
une fonction involutive ou une involution.
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m PROPRIETE :

Si la fonction f est une bijection de 'intervalle 1
sur 'intervalle J alors :

e Voel, f(f(z) =2
s Yyeld f(f )=y
e V(z;y) eI x J f(x) =y e x=f(y).

m PROPRIETE :

Si la fonction f est une bijection strictement
monotone de l'intervalle I sur I'intervalle J, alors
sa bijection réciproque est de méme monotonie sur
Iintervalle J.

Démonstration. Supposons par exemple que la
fonction f est strictement croissante sur I.

Soient (y; ; y2) € J?. La fonction f est une bijection de
I sur J donc il existe un unique couple (z1; ) € I?

tel que : f(x1) =y1 et f(z2) = yo.

Supposons : y; < ys c’est-a-dire : f(x1) < f(x2).
Comme la fonction f est strictement croissante sur
I, on en déduit :

f(x2) < f(21)).
Ainsi @ f71 (y1) < f71 (y2) ce qui montre que f~! est
strictement croissante sur .J.

On peut mener une démonstration similaire en
supposant que f est strictement décroissante sur /. []

m PROPRIETE :

Soit f une bijection de I'intervalle I sur l'intervalle
J et (Cy) sa représentation graphique dans le
repére orthonormé (O; 7,7) On note (Cy-1) la
représentation graphique de la bijection réciproque
de f. Alors

(Cy) et (Cy-1) sont symétriques
par rapport a (A) 1y ==

Démonstration. Observons que pour (u; v) € I x J :

M(u;v) € (Cp) <= v = f(u)
= u=f"(v)
<~ M’(U; u) S (Cf—l)
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Ty < w9 (en effet, si on avait :
Ty < x1 alors par stricte croissante de f, on aurait :

A g
7
1] /.
1t 7]
\7‘\, /’/
et _l__ ~ P
U= J U) >< 7 /(Cf_l
]
aLnEae,
i3 i i P A
] 2
," '/l
54 v (s i
¥\ ’
A
T ,”O
4
o
AR
# ]
P i

Or, le milieu du segment [M M'] a pour coordonnées
(u +v utv

, 2 . 2 i (v— .
d’équation (A) : y = x. De plus MM’(Z_Z) et si
I’on nomme UG) un vecteur directeur de la droite
(A), alors :

>, c’est donc un point de la droite

—
MM -i=1x(v—u)+1x(u—0v)
=0

donc la droite (A) est perpendiculaire au segment
[MM'] en son milieu : autrement dit, le point M’

est le symétrique de M par la symétrie axiale d’axe
(A). ]

Exemple :

Par exemple, les courbes représentatives de la
fonction carré, bijection de R, sur R, et de sa
bijection réciproque, la fonction racine carrée, sont
symétriques par rapport a (A) 1y = x :

J
4
e
e
e

4
=

NO Qo
N
N
\
N
N

=

o

e
7

Lorsqu’on ne sait pas résoudre I'équation f(z) =y
ou (z;y) € I x J, comment peut-on le cas échéant
justifier que la fonction f est une bijection de [ sur J?
C’est le but du théoréme suivant.
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B THEOREME de la bijection

Si la fonction f est continue et strictement
monotone sur l'intervalle I, alors la fonction f
est une bijection (ou réalise une bijection, ou est
bijective) de I sur l'intervalle J = f(I).

Démonstration. La fonction f étant continue sur
I'intervalle I, le théoréme page 3 affirme que J = f(I)
est un intervalle.

Soit yo € J : alors par définition de f(I), il existe au
moins un réel g € I tel que f(xg) = yo.

Montrons que ce réel z est unique.

Supposons par exemple que la fonction f soit
strictement croissante sur 'intervalle I : on en déduit
que pour tout x > o : f(x) > f(xg), donc f(x) > yo
et donc f(z) # yo.

De méme, pour tout x < xg :
f(x) < yo et donc f(x) # yo.
Ainsi, pour tout = # xg, on a f(x) # yo, ce qui montre
que xg est I'unique réel dans I tel que f (z9) = yo.
Ainsi, la fonction f est une bijection de [ sur
I'intervalle J = f(I). Le raisonnement est analogue
dans le cas ou la fonction f est strictement décroissante
sur I. O]

f(z) < f(x), donc

Exemple :

Montrer que la fonction 7 : x — — réalise une

bijection de ]0; 1] sur [1; +ool.

On sait que la fonction restriction de la
fonction inverse a U'intervalle |0; 1] est strictement
décroissante et est continue.

De plus, f(]0; 1]) = {1; zli%l+|:: [1; +ool.

Donc i est une bijection de |0; 1]] vers [1; +ool.

B THEOREME de la bijection (reformulation)
Soit I un intervalle. Soit k£ € R. Soit f une fonction.
Si

o la fonction f est continue sur [/
o la fonction f est strictement monotone sur [

« ke f(I)

alors 1'équation f(z) =
solution sur /.

k admet une unique
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Exemple :

Montrer que I’équation = + tanz = 2 admet une
T

2’ 2['
Soit f la fonction définie, pour tout = € I, par
f(z) =z +tanx.

unique solution sur l'intervalle I = ]—

o f est une somme de fonctions dérivables sur I,
donc f est dérivable sur I, donc f est continue
sur /.

o f est une somme de fonctions strictement
croissantes sur I, donc f est strictement
croissante sur [

. fU)=| lim f(z); lim

lim f(z)| =]-o00; +oof

et2¢e f(I)

Ainsi l'équation f(xr) = 2 admet une unique

solution sur /.

Remarque : Toute les fonctions bijectives ne sont pas
obligatoirement continues ou strictement monotones.

Exemple :

La fonction f définie sur I = [0; 2] par :

x size[0,1]
f(l"):{ 3—x sizell;?2

réalise une bijection de I = [0; 2] sur
J = f(I) = [0;2] et elle n’est ni continue ni
monotone sur .

NO

=

Remarques :
e Une question du type :

« Montrer que 'équation f(z) = 0 admet (au
moins) une solution sur 'intervalle I »

doit faire penser a l'utilisation du théoréme des
valeurs intermédiaires.

o Une question du type :

« Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une
unique solution sur l'intervalle I »

doit faire penser a l'utilisation du théoreme de la
bijection.
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4, Approximation d'une solution
d’'équation I'algorithme de dichotomie

On se place dans le cadre suivant :

la fonction f est continue sur l'intervalle I et on a
démontré que 'équation f(z) = 0 admet dans I une
unique solution a. On suppose que les réels a et b
sont dans U'intervalle I, que a < b et que f(a) et f(b)
sont de signes différents : le théoréme des valeurs
intermédiaires implique alors que « est compris entre
a et b.

On calcule alors f(m) oum = ¢ ; b.

e Si f(m) > 0, le théoréme des valeurs intermédiaires
va alors impliquer que : a < a < m

e Si f(m) <0, le théoreme des valeurs intermédiaires
va alors impliquer que : m < a < b.

Cas ot f(m) >0 Cas ot f(m) <0
On peut alors itérer le procédé en remplacant b par
m dans le premier cas et a par m dans le second cas.
Dans les deux cas, I'amplitude de I’encadrement de «
est divisée par 2.

C’est le principe de l'algorithme de dichotomie
(du grec ancien dixotoyto : division en deux parties).

Remarques :

— Un moyen simple de tester avec un ordinateur si
f(a) et f(b) sont de signes différents est de tester
si f(a) x f(b) <O

— A chaque étape : a < o < b, donc la distance entre
a et a (ou b) est inférieure a la distance |b — al
entre a et b, c’est-a-~dire que a (ou b) donne une
valeur approchée de v a |b — a| pres.

La condition d’arrét de ’algorithme pourra étre que

|b — a| est inférieur a une certaine précision 1077, ou
p € N*.
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L’algorithme de dichotomie peut alors s’écrire en
langage naturel :

Lire a
Lire b
Lire p
Tant que |b—a| > 1077, alors :

a-+b
m <

2
Si f(a)x f(m) >
b+ m
Sinon
a4—m
Afficher a « est une valeur approchée de » «
Afficher « & » 107”7 « prés ».

0 Alors

Exemple :

Utiliser cet algorithme pour obtenir une valeur
approchée de /2 & 10~% pres.

On cherche une valeur approchée de la solution
positive de I'équation z? — 2 = 0.

E‘

Lien vers I'algorithme sur que 1'on
voit évoluer sur Geogebra : ici, ou

sur le QR~code :

On programme 'algorithme avec, par exemple, p =
10, a =1 et b = 2 et on obtient

V2 & 1,41421356

Exemple :
Utiliser cet algorithme pour obtenir une valeur
approchée au dix-millieme de I'unique solution sur

] ;T 5 [ de I'équation : xz + tanz = 2.

D’apres 1’étude précédente, on sait que cette
équation admet une unique solution sur 'intervalle

[

Lien vers I'algorithme sur que 1'on
voit évoluer sur Geogebra : fici,
sur le QR~code :

On applique donc I'équation avec p =

T
et b= > et on obtient :

o~ 0,8535
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https://www.geogebra.org/m/r9vyjauu
https://www.geogebra.org/m/rnzvyjnm

