Applications du

produit scalaire

1. Géométrie repérée

A. Rappels et compléments sur les
équations cartésiennes d'une droite

m DEFINITION :
On consideére un repere du plan (O; 7, 7)
Le déterminant d’un couple de vecteurs
(7 : 7) du plan ot ¥ et ¥ ont pour coordonnées
respectives (z; y) et (2/; y) dans la base (7, 7)
est le nombre réel, noté det (U ; ), défini par :

det (W ; V) = 2y — 'y

Exemple :
Si <_32> et <_41>, calculer det (7 ; 7).
det (W ; V) =—-2x4—(-1)x3
=—8+3
=5

Meéme question avec
V3 -2 1
7( 1 >em(\/§+ﬁ).
det(?;?)z(ﬁ—ﬂ)(\/ﬁ%—\/ﬁ)—lxl
=3-2-1
=0

Que peut-on dire des vecteurs u et ¥ ?

det (7, 7) = 0, donc les vecteurs 7 et ¥ sont
orthogonaux.

Remarque : On remarque que 1’égalité
xy —2'y=0

traduit une relation de proportionnalité entre les
coordonnées des vecteurs W et U et est donc
équivalente a l’assertion « les vecteurs U et U sont
colinéaires ».

m PROPRIETE :
det (U ; 7) = 0 si et seulement si les vecteurs o
et ¢/ sont colinéaires.

Remarque : 1l est pratique de noter det(ﬁ; 7) sous

la forme x/’ .
vyl
m PROPRIETE :

Dans un repére (O 7, 7)) du plan, toute droite

(d) admet une équation de la forme
ar +by+c=0

ol a, b et ¢ sont trois nombres réels, avec a et b non
simultanément nuls, c¢’est-a-dire (a; b) # (0; 0) .

m DEFINITION :

Cette équation est appelée une équation
cartésienne de la droite (d).

Démonstration. On considére la droite (d) = d(A; )
passant par le point A (x4 ; y4) et de vecteur directeur
(0 3).

« Un point M de coordonnées (z;y) appartient a la
droite (d) »

si et seulement si 3k E_]I%m =k

si et seulement si det(AM; @) =0

T—Ty «
y—ya B
si et seulement si f(z —x4) —a(y —ya) =0

si et seulement si Sz + (—a)y + (—fBza + aya) = 0.

si et seulement si =0

Donc, en posant a = 8, b = —a et ¢ = —fx 4 + aya,
on obtient le résultat attendu. O
Exemple :

Trouver une équation cartésienne de la droite (AB)
ou A(—1;5) et B(3; 2).

On a /@ 3-(=1 , ¢’est-a-~dire zﬁ 4 .
2—5 -3
Ainsi on a les équivalences suivantes :

M(x;y)é(AB)@det(m;ﬁ)zo

r+1 4
y—95 —3

o

— 3(x+1)—4(y—5)=0
s 30— 3—dy+20=0
— 3w —dy+17=0

= 3r+4y—-17=0
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Exemple :

Considérons maintenant 'ensemble (E) des points
M (z;y) du plan tels que : —z + 4y + 3 = 0. Cet
ensemble est-il une droite du plan ?

o Remarquons par exemple que
—(-1)+4x(-1)+3=0

ce qui signifie que le point A(—1; —1) est un
point de I’ensemble (E).

e On en déduit que

—r+4y+3=0
— T4 +4ysa+3=0

par différence, on obtient

—(z—2a) +4(y—ya) =0
et en fait il y a équivalence.
Or —(z—za)+4(y—ya) =0

r—x4 —4
y—ya —1

o
< det (m, 7) =0

o U (:f) ce qui montre que
E=d(A; W)

On montre plus généralement que :

m PROPRIETE :

L’ensemble des points M (x; y) du plan tels que :

ar +by +c=0ou (a; b) # (0; 0) est une droite
de vecteur directeur _a

Exemple :

Déterminer 1’ensemble des points M (z; y) du plan
tels que :

Bx+4y—17) — (—z+4y+3) =0
Br+4y —17) — (—x +4y+3) =0
=3 +4y—-17T+x—-4y—-3=0
—4r—20=0
—r—-5=0

<—xr =5

Ainsi 'ensemble des points M (x; y) qui vérifient
(Bx 4+ 4y —17) — (—x + 4y + 3) = 0 est la droite
verticale d’équation = = 5.

Déterminer 'ensemble des points M (x; y) du plan
tels que :

Brx+4y —17)(—x+4y+3) =0
(Bx+4y —17)(—z+4y+3) =0
—=3r+4y—17T=00u —x+4y+3=0

Or, on a vu que 3z + 4y — 17 = 0 est I’équation
cartésienne d’une droite du plan et —x+4y+3 =0
I’est aussi.

Ainsi I'ensemble des points M (z; y) qui vérifient
(Bx+4y — 17) (—z + 4y + 3) = 0 est la réunion
de deux droites dont les équations cartésiennes sont
3r+4y—17=0et —x +4y+3=0.

Déterminer 1’ensemble des points M (z; y) du plan
tels que :

(Bz+4y —17)° + (—z +4y+3)°=0
Bz +4y —17)° + (—z+4y+3)°=0
—3x+4y—17T=0et —x+4y+3=0

L’ensemble des points M (z;y) qui vérifient
(Bx +4y —17) (—z + 4y + 3) = 0 est
I'intersection de deux droites d’équations
cartésiennes 3x +4y — 17=0et —x +4y +3 = 0.
Il s’agit de résoudre le systeme :

—r+4y+3=0
—Ta+4ysa+3=0

On trouve que le point d’intersection est le point
1
P <5; 2). Ainsi 'ensemble des points M (z; y) qui

vérifient
Bz +4y — 17 + (—z +4y +3)> =0

oat le nnint. P 57 — .
Remarque : Si % # 8/ et si la droite (d) admet pour
équation cartésienne : ax + by + ¢ = 0, cette équation
a

I . c
peut s’écrire aussi sous la forme y = ——x — -, ou

encore y = mx + p ou m et p sont deux réels. Cette
équation est I’équation réduite de la droite : le réel
m est son coefficient directeur et le réel p est son
ordonnée a l’origine.

Comme ’équation réduite y = max + p peut s’écrire
mx —y + p = 0, on en déduit que le vecteur de
coordonnées (1; m) est un vecteur directeur de la
droite (d) de coefficient directeur m.
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B. Vecteur normal et équation cartésienne
de droite

Lorsqu’une droite est définie par un de ses points et
un vecteur 7 de direction orthogonale a celle de la
droite, il est plus commode de trouver une équation
cartésienne de cette droite en utilisant le produit

scalaire.
\ﬁ

m DEFINITION :
Le vecteur 77 est dit normalf] & la droite (d) si
la direction du vecteur 77 est orthogonale a celle
de la droite (d).

Exemple :

Dans un repere (O; 7,7) orthonormé, on

considere les points A(—2; 3) et B(1; 1).
On veut trouver une équation cartésienne de la
médiatrice (A) du segment [AB].

‘ /

A
-4
5
4
3
2
J
/\<
1
T

S

oY

4

/

Calculer les coordonnées du milieu I du segment
[AB].

I a comme coordonnées [ (
1

1 (—; 2)
2

1. norma signifie équerre en latin

[aiy

—2+4+1 3+ 1>
2 2
c’est-a-dire

Un point M de coordonnées (z; y) appartient a la
droite (d)

—
si et seulement si /M orthogonal a 1@

—
si et seulement si I M - 1@ =0
1 3
si et seulement si [ 92 - ( 2) =0
y—2 B
. . 1
si et seulement si 3 <x + 2> —2(y—2)=0

3
si et seulement si 3z + 5~ 20+4 =0
11

si et seulement si 3x — 2y + 5= 0
i et 1 t si + 1l
si et seulement si y = —x + —.
Y=ty
Généralisation :

Soit (d) la droite passant par le point A (z4; ya4) et

«a
de vecteur normal 7 . Alors :

B

Un point M de coordonnées (z;y) appartient a la
droite (d)
si et seulement si zﬂ\_{ est orthogonal a it
si et seulement si AM - 70 =0
T — X4 !
: =0
y— yA) (ﬁ)
si et seulement si a(z —z4) + S (y —yz) =0
si et seulement si ax + By + (—axs — Byg) =0
Ainsi : o
B PROPRIETE :
Dans un repére orthonormé (O ; 7, 7), si la droite
(d) admet pour équation cartésienne ax+by+c = 0,
alors un vecteur normal a la droite (d) est le vecteur

()

Le vecteur 77 ( 1) est-il normal a la droite (d)

si et seulement si

Exemple :

2
d’équation y =2z + 17

On écrit I'équation réduite de la droite sous la
forme : 2x —y + 1 = 0, que I'on peut aussi écrire

11
g+ =0
Too¥ Ty

Donc 77 est bien un vecteur normal & cette droite.
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C. Equation cartésienne de cercle

Exemple :

Dans un repére orthonormé (0;7,?), on

considere le cercle de centre le point Q(1; 3) et
de rayon /5.

[«

()

@3

s

Qo

NO

[y

19 41 0 1 9

Le point M(z; y) est un point de C(Q2; v/5)
si et seulement si QM = /5

si et seulement si QM? =5
(car QM est une distance, donc un nombre positif)

si et seulement si (z — 1)* + (y — 3)? = 5 (car le
repére (O 7, 77) est orthonormé)

si et seulement si 2% +y*> — 22 — 6y +5=0
Cette égalité, qui caractérise donc I'appartenance

du point M(z;y) au cercle C(Q2; v/5) est une
équation cartésienne de ce cercle.

Exemple :

Considérons ’ensemble (E) des points M(x; y) du
plan tels que 22 + 3% — 22 — 6y — 15 = 0.
Cet ensemble est-il un cercle ?

P4y —2r—6y—15=0

s —2r+y* —6y—15=0
R —

-1 -1+@y—-32-9-15=0
—————

(-1 +(y—3)>=25

SQM? = 250u Q est le point de coordonnées (1;3)

<OM = StextcarQ)M est une distance, donc positive.

<M e C(82;5)

Ainsi 'ensemble (E) est un cercle.

Répondre a la méme question avec 1'ensemble (E’)
des points M (z; y) du plan tels que :

22 +y? =20 -6y +10=0

2y =2 —6y—15=0

s’ —2r+y  —6y+10=0
—_— =

S@—-10°=-1+@y—32-9+10=0
————

S-12+@y-3)?2*=0

Ainsi 'ensemble (F) est un point de coordonnées
(1; 3). Le cercle est réduit a un point.

Répondre a la méme question avec l'ensemble (E')
des points M (z; y) du plan tels que :

224y —20—6y+20=0

2 4+yP =2 —6y—15=0

s’ —2z+y? —6y+20=0
On démontre plus généralement de la méme maniere "
la proposition suivante.

m PROPRIETE :

Dans un repére orthonormé (O; 7, 7), si Q est le
point de coordonnées (zg; yo) et si r est un réel
positif, alors le cercle C(€2; r) admet pour équation
cartésienne

S@-1P2—-1+@y—3°—-9+20=0
~———

S —172+(y—3)?>=-10

Ainsi, il n’existe pas de point du plan qui vérifie
ces conditions.

(& —x0)* + (y —w0)* =7 [\ Attention
L’ensemble des points M(z;y) vérifiant
I'équation 22 +y* +ax +by +c=0o0u a, bet c
sont trois nombres réels n’est pas nécessairement
un cercle.

qui peut aussi s’écrire

2+ +ax+by+c=0

ou a, b et ¢ sont trois nombres réels.
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3. Relations métriques dans le triangle

A. Théoréme d'AI-Kashi

m PROPRIETE :
Soit ABC un triangle quelconque. On note a = BC),

b= AC et c = CA. Alors

a® = b* + ¢ — 2bc cos (ﬁ)

Démonstration. On considére un triangle ABC
quelconque.

Par commodité, on pose : a = BC, b= AC et ¢ = AB.
On va utiliser les notations avec les sommets pour la

preuve.

o= |5
= |[ac - aB|
_ A + AB? — 2AC - AD

:A02+ABQ—2><AO><AB><COS(A)

En réécrivant cette relation avec les notations de
commodité, on obtient une formule plus facile a
mémoriser. O

Remarque : On peut observer que cette formule
généralise 1'égalité de Pythagore a un triangle
quelconque. C’est pourquoi cette formule se nomme
aussi : Théoreme de Pythagore généralisé.

.

b2 =+ a% — 2cacos (B)

Aucun c6té ne jouant de role
particulier par rapport aux
deux autres, on obtient par
permutation circulaire :

2. Al-Kashi (Kachan 1380 — Samarcande 1429) était
mathématicien et astronome perse.

Parmi ses travaux figure la formule exposée ici, ainsi que le
calcul de 16 décimales exactes de 7.

et
& =a®+b* — 2abcos (6’)

Exemple :

Dans le triangle ABC' ci-dessous :
AB =10 cm et BC =17,5 cm.

Calculer la longueur AC' arrondie au millimetre.

C

B A
Dans le triangle ABC', on applique le théoreme
d’Al-Kashi :
AC? = AB?+ BC? — 2 x AB x BC x cos (ABC)
c’est-a-dire
AC? =10* + 7,52 — 2 x 10 x 7,5 x cos (124°)

= 156,25 — 150 cos (124°)

Ainsi

AC = /156,25 — 150 cos (124°)
On obtient, grace a la calculatrice :

AC ~ 15,5 cm

Remarque : Le théoreme d’Al-Kashi est parfois
appelé loi des cosinus.

Lycée Franco-Allemand de Buc, 1% SMP, 2024-2025 Chapitre VI : Produit scalaire, applications page 5



B. Loi des sinus

m PROPRIETE :
Soit ABC un triangle quelconque. On note a = BC),

b= AC et ¢ = AC. On note S son aire. Alors

abc B a b c

25 sin (ﬁ)

Démonstration. On reprend les notations précédentes
et on note S l'aire du triangle ABC et H le projeté
orthogonal du point B sur le segment [AC].

C
C
b
a
A B
A c H B
On a alors :
1

;AC x AB xsin (A) si H € [AC)
;AC’ x AB x sin(m — A) si H ¢ [AC)

Or, pour tout = € R, sin (x) = sin (7 — x). Ainsi, avec
les notations adoptées :

S = ;bc sin (/Al)

Par permutation circulaire,
on obtient de méme :

\./

En multipliant chaque membre des égalités par —,

~

S = ;ca sin (B)

S = ;absin (6)

) abc
on obtient :
ﬁ B sin A B sin B B sin C'
abc a b ¢
Par inversion, on en conclut
LbC B a B b B c
25 sin (ﬁ) sin (E) sin (CA')
O]

Exemple :

Calculer une valeur approchée de BC' (arrondie a
10% preés) dans le triangle ci—des/.ieus :

33° 67°
C B

Commengons par remarquer que
BAC = 180° — 67° — 33°
— 80°

Dans le triangle ABC', la formule des sinus nous
donne :

BC B AB B AC
sin (B/A\C’> sin (B/CT4) sin (1@)
S BC 5 AC
c’est-a-dire — = — = -
sin (80°)  sin (33°)  sin (67°)
5 sin (80°) <L
Donc BC = ———=, c’est-a-dire BC' = 5, 34.
sin (67°)
Exemple :

Déterminer la mesure arrondie au degré de I'angle
BAC dans le triangle ci-dessous :

B
11

A

La loi des sinus dans le triangle ABC' donne

AB B BC B AC
sin (A/C’\B) B sin (@) B sin (1@)
c’est-a-dire — = E\ = AE\
sin (25°)  sin (BAC)  sin (ABC)
donc sin (@) = 1181115(250)

— 11 1 2 o
On en conclut que BAC = arcsin (5”1(5)>

5

ou encore, grace a la calculatrice, BAC ~ 68, 40°
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C. Théoreme de la médiane

Remarque : 11 existe plusieurs théoremes de la
médiane. Celui que nous énongons ici (et qu’il faut
connaitre) est en fait le premier théoréme de la
médiane, dii a Apolloniusﬂ

m THEOREME : Apollonius

Soient ABC' un triangle quelconque et Al la
médiane issue de A. On a alors la relation suivante :

AB? + AC? = 2BI? + 2AI°
ou encore

AB? + AC? = %BCQ + 2AI

Démonstration. On considére un triangle MAB
quelconque et on appelle I le milieu du segment [AB].

On se propose de
calculer la longueur

MI en fonction de

la longueur des c6tés

du triangle MAB.
Pour cela, utilisons les A
propriétés du produit b
scalaire :

M

[\

MI* =M

e i N B e B e S

+;(m2+m(l_fl+§)+l_flﬁ)

3. Apollonius de Perge (262 av J.-C. — 190 av J.-C.) est un
géometre et astronome grec, surnommé par ses contemporains
le Grand Géometre.

M1 4(MA2 + MB?)
+;(m2+m- (0

car I est le milieu du segment [AB]

—

_TA-TA

- TA)

1 2 2 1 2 2
Z(MA J\ﬁ)+§(m - 1A?)
1 1 1 2
“(MA*+ MB?) + = | MI* — (AB)
= ) g o
1
On en déduit : 4MI%? = MA2 4+ MB? +2M1? — §AB2
1
et enfin : MA%2 + MB? =2M1I? + §AB2.
O
Exemple :
ABC' est un triangle avec
AB=4,AC =6
ot (AB; AC) = Zl2n)
On note I le milieu du
segment [BC]. ol

Montrer que Al = /19. b 1
D’apres le théoreme de la médiane :

1

AB? + AC? = 5B(J2 +2AT?
c’est-a-dire

1

42 + 62 = 5302 + 2AT?

On détermine BC' grace au théoreme d’Al-Kashi :

BC? = AB? + AC* — 2AB x AC x cos (zﬁ, 1@)

1
:16+36—48><§
=28

D’ou ]
52 = 3 28 + 2AT1?

c’est-a-dire

38 = 2AI°

ou encore AI? =19

Al est une longueur, donc Al est positif.

Ainsi AT = /19
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4. Compléments de trigonométrie

A. Rappels et compléments sur les angles
orientés

B PROPRIETE : Relation de Chasles pour les

angles orientés

Pour tous vecteurs 7, o et W non nuls :
(4; W) + (; ) = (W; ) [2n]
B COROLLAIRE :

1. Pour tous vecteurs o et o non nuls :

(V3 W) = —(W; V)[2n]

2. Pour tous vecteurs @ et @ non nuls :

(U; )+ 7= (d;—0)[27]
3. Pour tous vecteurs @ et ¥ non nuls :

(—;-V) = (U; 7)[27]

Démonstration.
Soient 7 et 7 deux vecteurs non nuls :

1.

(0; V) +(V; W) = (U; ) = 0[27]
et donc

pe
(57 = —(; ) 2n] Y

2.

(W3 V)V =) = (U; = V) [27] <

4

et donc : =
(U; V) +7 = (u; =) [2n] 0
3. Enfin
(~T: =) = (~ T D)) 7
ey U As
=T+ ; + 7 ) "
— (@) >

]

Exemple :

Les points A, B et C
étant deux a deux distincts,
calculer, modulo 27 :

A B
(AD; AC)+(BC; BA)+(CA; CB)

(AB; AC) + (BC; BA) + (CA; CB)
—(AB; AC) + (CA; CB) + (BC; BA)[2x]
—(AB; AC) + (—AC; CB) + (—CB; BA)[27]
—=(AB; AC) + (AC;CB) + = + (~CB: BA)[2n)
—(AB; AC) + (AC; CB) + 7 + (CB; BA) + n[2x]
—(AB; BA) + 2r[27]
—(AB: BA)[2n]
—r[2n]
m PROPRIETE :

Les points A, M et B distincts deux a deux sont
alignés si et seulement si

(m; ]\ﬁ) = 0[27] ou (]\74, ]\ﬁ) = 7[27]
ou encore (]\7./1_21, MB) = 0[n]

(m; W) = —3[27]

Donc, globalement :
s

(MA; MB) = Z[
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B. Rappels de trigonométrie

m DEFINITION :
0 étant un réel quelconque, on lui associe I'unique
point M du cercle trigonométrique tel que
(7; OM) = 0]2x]
m PROPRIETE :
OM = (cos0)7 + (sinf) 7

c’est-a-dire que (cos; sinf) sont les coordonnées

dans le repére orthonormé (O; 7, 7) du point M

associé a  sur le cercle trigonométrique.

A

T HN

AH(O) ..... %M
ARy
\ =
S

»
>

m PROPRIETE :
Vo eR,—1<cosf <1

VR, —1<sinf <1
m PROPRIETE :
V0 € R,cos®H +sin’0 =1
m PROPRIETE : périodicité de la fonction cosinus
VO € R,Vk € Z,cos(0 + 2km) = cos 0

m PROPRIETE : périodicité de la fonction sinus
VO € R,Vk € Z,sin(0 + 2km) = sin 6

Les formules suivantes ne sont pas a apprendre par
coeur mais il faut savoir les retrouver rapidement par
représentation mentale, voire graphique, du cercle
trigonométrique :

Angles associés

(angles opposés)
cos(—z) = cosx
sin(—z) = —sinz

La fonction cosinus est
paire et la fonction
sinus est impaire.

(angles
complémentaires)
oS (g — x) =sinz

sin (g — x) = CcoSx

(angles
anticomplémentaires)
cos (:B + g) = —sinx

sin (x + g) = COosS T

(angles
supplémentaires)
cos(m —x) = —cosx

sin(m — z) =sinx

(angles
antisupplémentaires)
cos(x +m) = —cosx
sin(x +7) = —sinx
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C. Formules d’'additions

On considére un repére orthonormé (O; 7", 7) et deux

vecteurs unitaires et 7.
Soient a et b deux réels tels que : (7; )

(7;7) = a[2n).

[

= b[27] et

N

Ainsi, les coordonnées du vecteur 2 dans la base
(7, 7) sont (cosb; sinb) et celles du vecteur ¥ sont
: (cosa; sina).

On retiendra :

m THEOREME :

Pour tous réels a et b :

N =

cos(a — b) = cosacosb+ sinasinb

os(a + b) = cosacosb — sin asin b

Q

(
(@ +b)

sin(a — b) = sinacosb — sinbcosa
(a+b) =

a+b sinacosb + sin b cos a

Démonstration. « Calculer @ - ¥ de deux maniéres
différentes et en déduire I’expression de cos(a — b)
en fonction de cosa, cosb, sina et sinb.

e Déduire de la formule précédente I'expression de
cos(a + b) en fonction de cosa, cosb, sina et sin b.

o En utilisant le fait que

sin(a 4+ b) = cos <72T — (a+ b)) = cos <<72T - a) - b)

en déduire I'expression de sin(a + b) en fonction
de cosa, cosb,sina et sinb.

« En déduire I'expression de sin(a — b) en fonction
de cosa, cos b, sina et sinb.
[

Exemple :

T m T
En remarquant que - — — =

3 4 12
(12)
COS 12
() =c(5 1)
COS | — = COoOS| — — —
12 3 4
o5 () o (5 )
— COS 3 COS 4 S 3 S 4

V2 V3 V2
2 -y

2

calculer :

w

V3 V2 V21
T2 N T Xy
V6 V2
14
V642

a 4

—2-3
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D. Formules de duplication et de Exemple :

linéarisation Calculer cos Z
B PROPRIETE : Formules de duplication m ( ™ )
, cos— =cos |2 x —
Pour tout réel a,
cos 2a = cos® a — sin’a = 2cos® (W> —1
=2cos’a—1

2
Or, cos (Z) = £, ¢’est-a-dire

=1-—2sin’a 2

—+1
2+

sin 2a = 2sinacosa 2(71') 1 <\/§ )
cos

Démonstration. Soit a un nombre réel.

ou encore
o En écrivant que cos2a = cos(a + a), exprimer cos? ™ 242
cos 2a en fonction de cosa et sin a, puis seulement 8) 4
en fonction de cosa, puis seulement en fonction T T
de sin a. Or, 0 < 3 < 5 donc cos (8) > 0, et ainsi
« En déduire I'expression de cos?a et de sin?a en
fonction de cos 2a. (7r> 2442
cos =+
o Calculer sin 2a en utilisant le développement de 8 2
sin(a + a)
Exemple :
= 7
P Calculer sin —.
B PROPRIETE : Formules de linéarisation 8
Pour tout réel a,
9 1+ cos2a sin? <W> — L~ cos (2 8 g)
cos“a = —— 9
2
.o 1—cos2a 1—cos(7r>
sin“a = — _ 4
2
Démonstration. En exercice, ce sont des conséquences 1— ?
de la propriété précédente. O -
2—/2
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E. Equations trigonométriques V2

b 3y =—
) cos 3y 5
Toutes les équations trigonométriques abordées 3
en lere SMP se ramenent a une des équations 0837 = — —— = cos 3z = cos -
élémentaires qui suivent : V2
a. L'équation cosx = cos 3
k J = Jx = Zﬂ + 2km
m PROPRIETE : 3
Pour tout réel =, notons M (x) le point associé au ou 3x = B 2km k€ Z
réel x sur le cercle trigonométrique. Alors 5
= r="1kn
COSY = COS T 4 3
si et seulement si T 9
M(y):M(;I;)ouM(y):M(—x) OU$2—1+§/€7T,]€€Z
Ainsi
T 2 T 2
Sp=<—+zkm,——+-kn|keZ
R {4+37T, 4+37r‘ € }
et
S _{71'.1171'. ot T 117r.57r}
P T la 120 120 4 127 12

I
\ i ¢) cos 3z = cos (Z — x)
N

T
MA{—) cos 3r = cos (4 — x)
e 3r=" 2k
cosy = cosx si et seulement s’il existe k € Z tel que : 3w = 1 7 T2k

y=x+2krouy=—x+2krm Ou3x:—%—|—z—|—2k‘ﬁ,k€z

Exemples : gy — % Ty

Résoudre les équations suivantes dans R, puis

préciser les solutions contenues dans l'intervalle ou 2z = — - +2km, k€ Z
| =7 @
T 1
a) cosx:cosg <:>x:1—6+§k7r

T
- - oux:—g—f—kw,kEZ

cosy:cos§<:> m:§+2k7r Ainsi
oux:—z+2k7r,kEZ SR—{W—I—lkw—?T—}—kW’kEZ}
o 3 16 2" 8
Ainsi
et
7r T

Sa={§ +2bm ~5 +2kn [ ke 2 e = {00, Tn, Don 7 Ty
) Frm T 167167 167 160 87 8
e
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b. L'équation sinz = siny

m PROPRIETE :

Pour tout réel =, notons M (x) le point associé au
réel x sur le cercle trigonométrique. Alors :

siny = sinx
si et seulement si
M(y) = M(z) ou M(y) = M(m — z)

M (1 —|z) M)
P

Bt

siny = sinx si et seulement s’il existe k € Z tel que :

N

y=x+2kmrouy=m—x+2krm

Exemples :

Résoudre les équations suivantes dans R, puis
préciser les solutions contenues dans l'intervalle

| —mm

a) siny = sin —
) siny -
sinx:sing<:> x:%—i-Zlm

ouxzw—%+2k7r,kEZ

<— x:g—i—le

4
oux:%+2kﬂ,k€Z
Ainsi

T 47
5T

T 4r
Senn={5: 5

st{ +2k7r‘k€Z}

et

b) sinz = —é

sinx = —\f <= sinx = sin (_7?:>

— x:—g—i—2k7r
™
0ux=7r—§+2k7r,kEZ

<— xz—%+2k7r

4
oux:§+2k7r,k:€Z
Ainsi

4
SRZ{—7T+2]€7T,7T+2]€7T’]€€Z}

3 3

T 4r

¢) sindx = sin <75T — 3:15)

sin4x = sin (W—?)x)
5)
T
<= 4:625—333—1—2]%
T
ou4x:7r—<5—3x>—i—2k:7r,k€Z

<— 7:B:g+2k7r

4
ou4x:%+3x+2k7r,k€Z

T 2
%‘i‘?kﬂ'

< T =
4
oux:g+2k7r,k€Z
Ainsi
T 2 4
= —+ —km,— +2kn |k CZ
Sk {35+77T’5Jr W’ < }
et

T 97 —-197 —-297
5]_W;ﬂ:{. 197 =207

357 37 3 7 35

1171" 371'. 3171"471'
3757357 5
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