m DEFINITION :

. Soit f une fonction définie au voisinage de o0,
Com portement asym ptOtIq ue c’est-a-dire sur un intervalle de la forme |xq; +00|

avec xg € R et £ un nombre réel.

i

1. Limite d'une fonction aux infinis / \
m DEFINITION :

(95
—

Soit f une fonction définie au voisinage de o0, \
c’est-a-dire sur un intervalle de la forme |xq; +ool, £ \ // A
o € R.
—aA
4 :
0 Z0 i

=

On dit que f(z) tend vers ¢ quand z tend vers
+00 si tout intervalle ouvert centré en ¢ contient
toutes les valeurs de f(x) pour z soit assez grand.

AN

N

xh>

N

A
g e---\\

> Reformulation : f(x) tend vers ¢ quand z tend
vers +00 si :

Ve > 0,dzy € R,

On dit que f(z) tend vers +oo quand z tend v EDpw zap =g < jla) < Uie

vers +00 si tout intervalle de la forme [A ; +o0],
avec A € R, contient toutes les valeurs de f(z)
pour x assez grand.

Reformulation : f(z) tend vers ¢ quand z tend
vers +00 si :

Ve >0,3zp e Rz > 29 = |f(x) — 4] <e
Reformulation : f (z) tend vers +oo quand x

tend vers +oo si : On note : EIJP flz)=1¢
VA> 0,30 e RVz €D,z 2 00= f(z) 2 A Exemple :
. 1
@) te: 1 = R E i
n note : lim f(z) =400 Montrer que : a;ggloo 7 0

Remarque : lim f(z) = +oo n'implique pas que la Soit € > 0. On cherche zy € R tel que pour tout
T—r+00

1 -
fonction f est croissante. T = o, 7 — 0| < . On remarque qu’ici = est
x
Exemple : nécessairement positif. Or,

En utilisant la définition, montrer que :

1
< g <= —e¢ < —= < ¢ L’inégalité de gauche

1
. ——0
mgrfoo%—l:—l—oo ‘\/E Vv
1 2
Soit A > 0. On cherche z( tel que, pour tout x > xg, — T <€
2¢c —1 > A. Or 1
T > ?
2 —1>2A<—=2r>A+1
A+1 Posons donc xy = 2. Alors, pour tout = > o,
2z 5 1 D i 1 0
ﬁ < . bonc z—1>r—|{loo ﬁ =
. A+1
Donc si xg = —, i pour tout x > x, f(x) > A.

Donc lim 2z — 1 = +o0.
T—r+00
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Remarque : pour bien comprendre la définition, il
faut avoir en téte que | f(z) — ¢| est la distance entre
f(z) et £. Ainsi : ll)rll f(z) = ¢ signifie que la distance

entre n’importe quelle valeur de f(x) et ¢ est aussi
petite que 'on veut (i.e. inférieure a tout € > 0) a
partir du moment ou z est assez grand (c’est-a-dire
supérieur a un certain z, dépendant de €).
m DEFINITION :
Soit f une fonction définie au voisinage de +oo.
On dit que f(z) tend vers —oo quand z tend
vers +oo si lim (—f(z)) = +o0.
T—+00

m DEFINITION :

Soit f une fonction définie au voisinage de —oo,
c’est-a-dire sur un intervalle de la forme | — 0o ; x|
avec g € R et £ un nombre réel.

e On dit que f(z) tend vers +o0o quand = tend
vers —oo si :
VA > 0,390 €e R,V € Dy, < x9 = f(z) > A
e On dit que f(z) tend vers ¢ quand z tend vers
—00 si:
Ve > 0,dzy € R,
Ve € Dy,x <zp= |f(z) -4 <e
« On dit que f(x) tend vers —oo quand z tend
vers —oo si mgrpoo(—f(x)) = +00.

m DEFINITION :

Soit f une fonction définie au voisinage de +oo
et (Cr) sa courbe représentative dans un repere
(O: 7,77). La droite (d) d’équation y = ax +b est
dite asymptote (oblique) a (Cy) au voisinage de
+00 sl :

lim (f(z) — (ax+b))=0

r—>+00
/
M
BRI
)
FAED e 0 T
ARV
B 1
|
» Vi
0 z :
Remarque =y [7(w) — (az + b)) = 0
1. T—r+00
= lim_|f(x) ~ (a +b)| =0
< lim MN(x)=
T—+00

2. Une asymptote (oblique) a (Cy) peut couper la
courbe (Cy).

3. Si a = 0 asymptote est dite horizontale.

Exemple :
Soit f la fonction définie sur R\ {—3} par :

27 + 1
f(x):;js

A Tlaide de la calculatrice, conjecturer Iexistence
d’une asymptote (d) a (Cy) au voisinage de +o0.
Etudier la position relative de la courbe (C 7) et de
la droite (d) au voisinage de +oc.

On conjecture que la droite d’équation y = 2 est
une asymptote horizontale a (Cy).

e Ona

20 +1
_9— _
f(@) r+3
_2x+1—2:17—6
B x4+ 3
=5
T r+3

Soit € > 0. On cherche xy € R tel que, pour

tout x > xg, —— < . On s’intéresse a la
r+3

limite en 4+o00, donc on peut choisir x > 0.

Or
D e —p< (z +3)
€ — e(x
x+3
— —-H<ex+ 3
—5H— 3¢
> —
€
—(5+3
Ainsi, si xg = M, alors pour = > x,
=0 <€
x4+ 3
Ainsi

lim (f(z)—2)=0

r—r+00

Donc la droite d’équation y = 2 est bien une
asymptote a la courbe (Cy).

e De plus, z + 3 étant positif (car = est au
voisinage de +o00), f(z) — 2 < 0, donc la
courbe C; est sous la droite d’équation y = 2
au voisinage de +o0.
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2. Limite d'une fonction en a € R

m DEFINITION :

Soient a et ¢ deux nombres réels et soit f une
fonction telle que son ensemble de définition

D; contienne au moins un ensemble du type
lJa—h;a+h[\{a}, ou h>0.

A

Y,
=)

] /

2 /

1 \/f’ /

= I / -
_10 ) 4 ’—77 a a—|:

On dit que la limite de f(z) quand z tend
vers a est / si tout intervalle ouvert contenant ¢
contient tous les f(x) pour x soit assez proche de
a et dans Dy.
Reformulation : La limite de f(z) quand x tend
vers a est £ si :

Ve > 0,dn > 0,Vx € Dy,

rz€la—n;a+n=l—c< flx)<l+e

Reformulation : La limite de f(x) en a est £ si :
Ve > 0,dn > 0,Vx € Dy,
|z —a|<n=|flz) -4 <e¢

On note : lim f(z)=¢.

Exemple : Cas d'une fonction définie en a

Soit f définie sur R par : \ ‘

-~

(Cy)
f(z) =3z +2 /

(@]

Montrons que lin% f(z) =5. sapRgees
T—

Ut

R
|
()

On a, pour tout réel z :

S
\

[f(x) =5 = [3z =3

Q

= 3|z —1]
Soit € > 0. Ainsi

|f(x) = 5] < 2/

— 3lz—1|<e /'
K

Y

R R R R blad meht et st te

Sf---1---9--------F%

19
<= -1 < =
e =1 <5

|
\
(e
I

Donc, si on choisit n = €
alors : pour tout x € Dy,
lz—1| <n=|f(x) -5 <e

On a ainsi démontré que : lim f(x)=5.
Tr—r

Exemple : Cas d’une fonction non définie en a
Soit f la fonction définie sur R\{2} par :

x?—4

r—2

fz) =

Montrons que lim f(z) =4
T2

4+ ¢
4 — ¢
(Cr)

Soit € > 0. Alors, pour tout z € Dy,

|f(x) —4| <e<=|r—-2|<c¢

Donc, si on choisit 7 = €, alors, pour tout x € Dy,

lr =2 <n=|f(x)—4] <e

Autrement dit :

Ve >0,3n > 0,V € Dy, jx — 2| <n=|f(zx)—4]| <e

On a ainsi démontré que lin% flz)=14
z—

m PROPRIETE :

Si la fonction f est définie en a et admet pour limite
len a, alors : £ = f(a).

Démonstration. Si lim f(z) = ¢, alors par définition :
Ve > 0,

dn > 0,Vz € Dy, |z —a| <n=|f(x) 4| <e

Si f est définie en a, alors, a € Dy. De plus, pour tout
n > 0,|a — a|] < n est vraie. Donc on obtient :
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Ve >0,|f(a) =¥ <e

Ceci signifie que f(a) = ¢ (on peut s’en convaincre en
envisageant la contraposée de cette assertion). ]

B PROPRIETE : (admise)
Les fonctions polynomes, rationnelles, racine
carrée, valeur absolue, cosinus, sinus et tangente
admettent une limite en toute valeur de leur
domaine de définition.

Si f est une de ces fonctions et si a € Dy, alors :

lim f(z) = f(a)

T—ra
Ainsi, dans de nombreux cas, il n’est pas nécessaire de
revenir a la définition pour un calcul de limite en a.
Exemple :
Calculer :
lim (22 — 3z +2) = (—=2)* =3 x (=2) +2 =12

r——2

_ (Br =32 +9) 5x1-3x1°+9 11

lim = - _

z—1 1 —4x2 1—4x1? 3
7r 3

lim (3 —3cos () =2

xl_I)%( cos ) oS (3) 5

3

Exemple : Cas d’une fonction définie en a mais sans

limite en a
Considérons la fonction f définie sur R par :

mSigv 0
fwy={ = 277

1siz=0
On peut remarquer que
1siz >0
f(z) =

—1siz <O

D’apres la proposition précédente, puisque f est
définie en 0, si lim f(x) =4, alors £ = f(0) = 1.

1.5 916

Or, si on avait glﬂlir(l) f(z) = 1, alors par définition,
en choisissant par exemple € = 0,5 on aurait :
dn>0,Vz € Dy, |z -0 <n=|f(x) -1 <0,5
donc on aurait qu’il existe n > 0 tel que

r€Dyset |z]<n=10,5< f(x)<1,5

Mais il est clair que cette assertion est fausse pour
tout © < 0. En effet :

Vn>0:2 < 0= f(x) =—1 et donc la double
inégalité 0,5 < f(x) < 1,5 n’est pas vérifiée.

Ici, la fonction f n’a pas de limite en 0.
Cependant, tout intervalle ouvert contenant 1
contient tous les f(z) pour z > 0 (et = assez proche

de 0) : on dit que f(x) admet 1 comme limite &
droite en 0 et on note : liIr(l) f(z) =1.
T—
x>0
De méme : lim f(z) = —1
z—0

<0

m DEFINITION :

Soient a et ¢ deux nombres réels et soit f une
fonction telle que son ensemble de définition Dy
contienne au moins un ensemble du type |a; a + hl,
ou h > 0.

On dit que la limite a droite de f(z) quand
x tend vers a est ¢ si tout intervalle ouvert
contenant ¢ contient tous les f(z) pour x dans Dy
en étant strictement supérieur a a et assez proche
de a.

Reformulation : La limite & droite de f(z) quand
x tend vers a est £ si :

Ve > 0,dn > 0,Vx € Dy,
z€la;a+n=>l—e< f(x)<l+e

Reformulation : La limite a droite de f(z) quand
x tend vers a est £ si :

Ve > 0,dn > 0,Vx € Dy,
a<z<a+n=|flz)—( <e

On note : lim f(z) = ¢ ou lim f(z)="¢.

T—at

m DEFINITION :

On a une définition analogue pour la limite
a gauche de f(z) au point a est ¢, noté
tlim f(z) = € ou lim f(z) =¢

T—a T—a~

m PROPRIETE :
lim f(z) = £ = (glcl_r%f(x) = (et lim f(z) = E).

x<a xr>a
De plus, si la fonction f est définie en a, on vu

qu'alors : £ = f(a).
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Démonstration. Remarquons que si glclggl f(z) = ¢ alors
tout intervalle ouvert contenant ¢ contient tous les
f(z) pour z soit dans Dy et assez proche de a, donc
en particulier si x est strictement supérieur a a :

lim f(z) = . De méme, lim f(z) = ¢. O
r>a z<a
m PROPRIETE :
St lim f(z) = £ alors lim f(z) = £ et lim f(z) = L.
z<a r>a

Si lim f(z) = £ et lim f(x) = ¢ et si la fonction f
z<a r>a

n’est pas définie en a alors lim f (x) ={.

Si lim f(z) = £ et lim f(x) = ¢ et si la fonction f
r<a r>a
est définie en a avec f(a) = (£ alors

lim f(z) = £ = f(a)

r—a

Démonstration. Si lim f(z) = £ et si lim f(z) = ¢
r>a r<a
alors tout intervalle ouvert contenant ¢ contient tous

les f(x) pour x dans Dy, strictement supérieur ou
strictement inférieur a a et assez proche de a. Donc
tout intervalle ouvert contenant ¢ contient tous les f()
pour z dans Dy, et assez proche de a, mais différent
de a avec trois possibilités pour x = a :

— si la fonction f n’est pas définie en a, alors

lim f(z) = £.

Tr—a

/ N

U

Y

/

— si la fonction f est définie en a et que ¢ = f(a),
alors lim flz) =10= f(a).

— si la fonction f est définie en a et que ¢ # f(a)
alors la fonction f n’a pas de limite en a.

A

BN

]

Exemple :

Soit f la fonction définie sur R par :

2 —1lsizx<—1

flz)=10si —1<z<1
r—2sirx>1

\/P A a“
N7 Y
VT
N
i
\—|2
.

€ >

5o a L g

Remarquons déja que sur l'intervalle | — oo ; —1],
la fonction f coincide avec une fonction polyndme,
donc elle admet une limite en tout a €] — oo ; —1]
et cette limite est f(a).

De méme, la restriction de la fonction f aux
intervalles | — 1; 1] et ]1; +oo[ est une fonction
polynome, donc elle admet en tout a de

] —1; 1[U]1; +oo[ une limite qui est f(a).

De plus :

On peut affirmer pour la méme raison que f admet
une limite a gauche en —1 :

. 9 2 o
r<—1 rz<—1

Sur l'intervalle | — 1; 1[, la fonction f coincide avec
la fonction g définie par : g(z) = 0.
Done : lim, f(z) = xlg{llg(x) = 0. On a donc :
r>—1 r>—1
lim f(z) = lim f(z)=f(-1)=0

r——1 r——1
r<—1 rz>—1

et donc, d’apres la proposition précédente,

xgyglf($):: 0
Enfin : lim f(z) = lim g(z) = 0 et sur 'intervalle
i<t i<l
]1; +00], la fonction f coincide avec la fonction h
définie par : h(z) = — 2 donc :

lim f(x) = lim h(z) = h(1) = 1
z>1 z>1

Ainsi : lirr% f(z) # lim1 f(z) donc la fonction f n’a
o<l o1
pas de limite en 1.
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m DEFINITION :

Soit a un nombre réel et soit f une fonction telle
que son ensemble de définition Dy contienne au
moins un ensemble du type Ja — h; a + h[\{a}, ou
h > 0.0n dit que f(x) tend vers +oo quand =z
tend vers a si tout intervalle de la forme [A; 00|
contient tous les f(z) pour z soit assez proche de
a et dans Dy.

7 — A k==

/E
/

I
}
)
[}
L}
[}
L}
a/l-n @¢’latn

Y

Reformulation : La limite de f(z) quand x tend
vers a est 400 si :

VA >0,3n > 0,Vz € Dy,
zE€la—m;a+n= flx) > A

Reformulation : La limite de f(z) quand = tend
vers a est 400 sl :

VA>0,3np>0,Vz € Dy, |z —a| <n= f(z) > A
On note : :lcl_I)Illlf(.%) = +00.

Exemple :

On considere la fonction f définie sur R\{2} par :

1
f(x):m

Montrons que lim f(z) = +oo.
z—
Soit A > 0. On résout 'inéquation f(z) > A. Alors

1

w2y > A

fz) > A =

= 0<(r—2)7<

SRS

—0<|r—-2|<

-

Ainsi en posant 7 = on peut écrire :

1
VA
VA>0,39n>0,Ve € Dy, |z —2| <n= f(z) > A

Autrement dit : lim f(z) = +oc0.
T—2

Lycée Franco-Allemand de Buc, 1%¢ SMP, 2024-2025

m DEFINITION :

On définit de manicre analogue : lim f(z) = —oo.

m DEFINITION :
On dit que f(z) tend vers +oco quand z tend
vers a par valeurs supérieurs si tout intervalle
de la forme [A; +o0o[ contient tous les f(x) pour
dans Dy, strictement supérieur a a et assez proche
de a.

) TR Rttt Rttt

a - a+nmn

Reformulation : La limite a droite de f(z) quand
x tend vers a a droite est +oo si

VA >0,3n > 0,Vz € Dy,
r€la;a+n= f(zr)>A

Reformulation : La limite a droite de f(z) quand
x tend vers a est +00 si

VA >0,dn > 0,Vx € Dy
a<zr<a+n<= flz)>A

On note : lim f(z) = +oo0.

r>a

m DEFINITION :

On définit de méme

+ lim f(z) = —o0
r>a

 lim f(x) = —o0
z<a

« lim f(z) = +o0
r<a

m DEFINITION :
Si la limite a droite ou a gauche de f en a est
infinie, alors on dit que la droite d’équation = = a
est asymptote verticale a (Cy).

Reformulation :
Si lim f(z) = £o0 ou lim f(z) = %oco alors on
rx<a r>a

dit que la droite d’équation x = a est asymptote
verticale a (Cy).
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Exemple :
3. Théoremes pour le calcul de limites Calculer les limites suivantes :
Iim 4dr +1
s Sr — 1
. lin%(4x—|—1) =9
. . 7 . T—r
A. Limites et opérations e lim (52— 1) = 9
T—2
: - . dr+1
Donc par quotient de limites, lim =1
=25 — 1
. 5
En pratique, on utilise rarement les définitions IBEPOO (2:15 -3 22— 1)
précédentes. i
e lim (22 —3)=+o0
Dans les tableaux ci-dessous, a désigne un nombre réel pee ]
ou —oo ou +0o. £ et ¢ sont deux nombres réels. e lim ( 5 1> =0t
T—+00 \ % —
0 o , .
3 signifie qu ?n me 7peut pas a .pmo'm dor.m('er dg Donc par produit de limites,
résultat : il s’agit d’'une forme indéterminée; il
faudra déterminer la limite, si elle existe, par d’autres I 5 B
techniques. 2500 (_ x? — 1) =0
. _ + . . . _ bl
alxlgcllg (z) = 07 signifie que yg}zg () = 0 de sorte qu'au Donc par somme de limites,
voisinage de a (sauf peut-étre en a), g(z) > 0.
. , 5
m PROPRIETE : tim (20-3- ) =+
T—+00 s —1
lim g(x)
r—a v +00 | —00 lim (3y/x — x)
S ST On a une forme indéterminée. On va la lever en
/ 040 | 400 | —o00 factorisant l’expression : pour x au voisinage de
+00,
+00 400 | oo | 77
— — ?? — 3/
00 00 [ 00 -z ( Jz B )
x
m PROPRIETE : ( 3 1)
= _—
lim g(z) \/E
. roa >0[0<0[0=0]|4c0 | —
lim f(=) Par somme et produit de limites,
(>0 400 | —00
£<0 xl —o0 | 00 . 3
(=0 77 xgrfwﬁ_lz_l
+00 +00 —00 0o | TOO| —00
— o > | +00 | 7 [—o0 | +o0 Donc, par produit de limites,
m PROPRIETE : Jm (Ve —x) = —co
.
, I psole<o| =0 |4oo|—oo 1
Jin £ (2) lim < . )
(>0 / 1co | —5s ﬁ?ll ¢ —1
(<0 = —0 | +00 0 On sait que lim 22 — 1 = 0~. Donc, par inverse de
(=0 4 77 21
+00 +00 —0o0 | oo | —00 limite,
77 1
—00 —00 +0oo —00 | +00 lim 5 = —00
ropet =1
Ces théoremes se démontrent avec les définitions
données précédemment : nous les admettrons.
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) 20— 7
hr%( 215 6)
TN oT =

On a
lim2z — 7= —1 lim —2? 4+ 52 — 6 =07
r—3 r—3
>3 >3
o . . 1
Alinsi, par inverse, lim —————— = +00. On en
v33 —2° + 52 —6
conclut, par quotient de limites, que
. 20— 7
i (5, )~ o
g\ 4 5r —
, 202 —Tx — 9
lim [ ——
z——1 x4+ 1

On a une forme indéterminée. On factorise pour
la lever, en remarquant que —1 est une racine du
polynéme 222 — 72 — 9 :

20 — Tz — 9 = (z + 1) (ax + b)

On trouve a =2 et b = —9. D’ou

2 _ _
lim <W> = lim (22 —9) = —11

z——1 xr+1 z——1

m PROPRIETE : Cas particulier des fonctions
polynomes ou rationnelles
Si (@4)g<i<p €st une famille de (n+1) nombres réels
avec a, # 0 :

lim (anx" + @yt ao)

z—F00
= lim a,x"
z—+o00
Si de plus (bi)ycicp, st une famille de (m + 1)
nombres réels avec b, # 0 :

. anZ” + ap_ 12" 1+ -+ a1z + ag
lim
b ™ + byy_1x™ L+ -+ bz + by

Exemple :

En utilisant cette proposition, calculer

lim (320211:4 — 2z + 8x5) = lim 8z°
T——00 T—+—00
= —00
. 5x — 2x° —22Y
im = lim ——
a—too =374 + 922 — 20 z—+oo —3a°
2
= lim =2°
T—r+00
= +OO

B. Limite d'une fonction composée

Dans le théoreme suivant, qu’on admettra, a, b et ¢
désigner}t des\nombres réels, ou bien —oo ou +o0.
B THEOREME :
Soient f une fonction définie sur un intervalle I et
g une fonction définie sur un intervalle J, de sorte
que pour tout z € I : f(z) € J.
Si lim f(z) = b et si )1(1r_>nbg(X) = (, alors

lim g (f(z)) = ¢

r—a
Exemple :
lim sin(2:17)7r
T8 cos (3: + )
3
e lim 2x =—met lim sin(X) = 0. Donc par
T——3 X——m

composition, lim_sin (2z) =0
T——3

s s 1
e lim 2+-=——et lim cos(X)=—=.Par
r—=—7 6 X—==3F 2
s
composition, lim cos <a: + > =—=
T——3 3 2
sin(2x
Ainsi par quotient, lim_ (22) =0

772 cos (x + g)

lim a2 +4
Tr— 00
Ona lim 224+4=+oc0et lim vX = +4oo.
T——+00 X—+4o0

Donc, par composition, lim +vz2+4 = +oo.
T—r+00

) . (T —1

lim sm( )

I—>—00 4 — 2x )
T — T T
On sait que lim = lim —— = =
1t q xi—u) — 27 xi—a)- T 92
et lim_ sin(X)=—1.
X——3
" . o (mr—1
Donc, par composition, lim sin ( > = —1
T—r—00 4 — Qx
lim {/——
z——1\ 2 —1
r<—1
On sait que
e limz+2=1 ‘ e lim 22 —1=0"
r——1 z——1

rz<—1 rz<—1

Ainsi, par quotient de limites, lim =+o0
z——1732 —1
r<—1
De plus, lim +X = +o0. Donc par composition,
X—+oo
. T+ 2
lim
z——1\ 2 —1
r<—1
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C. Théoremes de comparaisons

Pour certains calculs de limites, les théoremes usuels
vus précédemment ne suffisent pas pour conclure.
Par exemple, soit h la fonction définie sur |0; +oof

par h(x) = iy

Comme la fonction sinus n’a pas de limite en 400, on
ne peut pas utiliser le théoreme donnant la limite de

= connaissant celle de f et celle de g.

Pour conclure dans certains cas, les théorémes suivants
seront L}tiles D
B THEOREME :
Dans 'énoncé qui suit, f, g et h désignent trois
fonctions, £ et ¢/ sont deux réels, a est un réel ou
bien —oo ou +-00.
Si }:1_% g(x) = 400 et si, pour z au voisinage de «,

sauf peut-étre en a, g(z) < f(x), alors

lim f(a) = +o0

A

Y

m THEOREME :
Dans I'énoncé qui suit, f, g et h désignent trois
fonctions, ¢ et ¢’ sont deux réels, a est un réel ou
bien —oo ou +-00.
Si }:1_{% g(x) = —o0 et si, pour z au voisinage de «,

sauf peut-étre en a, f(z) < g(x), alors :

lim f(a) = —oc

N
7

/ 0

//' =
A/

B THEOREME : dit des gendarmes (premiére

version)

Si lim g(x) = lim h(z) = ¢ et, pour z au voisinage
Tr—o T—ro

de «, sauf peut-étre en a, h(z) < f(x) < g(x),

alors la fonction f admet une limite finie en « et

lim f(x) = ¢.

T—Q

Y

B THEOREME : dit des gendarmes (seconde
version)

Si au voisinage de «a sauf peut-étre en «,

7(2) = 0 < g(a) et s Jim g(z) = 0

alors la fonction f admet une limite finie en « et

lim f(z) = ¢.

T—Q

Exemple :

Calculer la limite suivante :

. sin x
lim
T—>+00 x

Quel que soit  dans un voisinage de +oo,

—1<sinz <1

et donc, quel que soit x dans un voisinage de +o0
tel que = > 0,

-1 sinx 1
— < <=
T T T
—1 1
Or, lim — = lim — =0
r—+o00 T—+00

Ainsi, d’apres le théoreme des gendarmes,

lim (sm a:) —0
T—r—+00 x

Enfin, le théoreme suivant est utile pour majorer ou
minorer une limite :
B THEOREME :
- _ - o .
Si lim f(z) = ¢, si glcll)rcllg(x) = (' et si, pour x au

voisinage de a, f(z) < g(z), alors ¢ < ¢

Démonstration. En exercice. O
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