TRIGONOMETRIE

© pans un repére orthonormé (0 ; 1, J), le cercle trigonométrique est le cercle de centre O et de rayon 1.

Il est orienté dans le sens direct, autrement dit, dans le sens inverse des aiguilles d’'une montre. Cela permet de :
v associer a chaque réel de la droite numérique un unique point du cercle ;
v définir le cosinus et le sinus de tous les nombres réels (ce qui n’était pas le cas avec les formules dans le
triangle rectangle).

© Le radian est une autre unité pour mesurer les angles. Elle est définie a partir de la longueur d'un arc du
cercle trigonométrique. Une mesure d’un angle en radian est proportionnelle a sa mesure en degré.
Cela permet de :

v associer une mesure d'angle a n'importe quel réel x repéré sur le cercle trigonométrique ;

v faire des calculs d’angles plus facilement qu’avec une mesure exprimée en degré.

© Le cosinus et le sinus d’'un nombre réel x sont des réels définis de fagon unique pour chaque réel.
Si M est le point image associé au réel x alors:
*le cosinus de x est l'abscisse du point M : cos(x)=x,, ;
*lesinus de x estl'ordonnée du point M : sin(x)=y,, .
Deplus: —1<cos(x)<1; —-1<sin(x)<1 et cos?(x)+sin?(x)= 1. Cela permet de :
v calculer le cosinus et le sinus de n'importe quel réel x ;
v résoudre des équations ou des inéquations contenant des sinus et des cosinus.

0 Les valeurs remarquables sont des valeurs a connaitre par cceur. Cela permet de :

v résoudre des problémes de fagon exacte ;
v retrouver les valeurs d'autres mesures d'angles de fagon exacte.
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Soit (O;I,J) un repére orthonormé du plan.

Si M estun poin} du cercle trigonométrique tel que :

. %%
& I0M =72°,alors M est le point image de %
00

&% TOM =260°, alors M est le point image de 10T7r

(® TOM =126°, alors M est le point image de % :

Q’IW =60°, alors M est le point image de %
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D Dans la list€'des nombres réels ci-dessous, un

seul nombre n'admet pas le méme point image que

les autres sur un cercle trigonométrique. Lequel ?
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Sur le cercle trigonométrique ci-dessous, A est
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En utilisant le cercle trigonométrique ci-dessus,
recopier et compléter le tableau suivant.
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G Soit a = ——zﬂ— Parmi les propositions suivantes,
laquelle est vraie ?

e sin(a):sin(%)
(b} sin(a):@

G cos(a):—cos<%)
o cos(a):@ ::e,r <ﬁ (—n’
B Le réel ?I—Izr admet : A2

€) un cosinus positif et un sinus positif.
() un cosinus positif et un sinus négatif.
|_G un cosinus négatif et un sinus positif.|
() un cosinus négatif et un sinus négatif.

[Une ou plusieurs bonnes réponses par question]

I
D sin( _261” )’est égaf;‘g

Osin(3) 0% (c (d B

G Dans la figure ci-dessous :
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o La fonction cosinus est la fonction qui, pour tout x € R, associe le réel cos(x).La fonction cosinus est:

v paire : pour tout x € R, cos(—x)=cos(x).Dans un repére orthogonal, sa courbe représentative est
symétrique par rapport a 'axe des ordonnées. Cela permet de restreindre U'intervalle d’étude.

v périodique de période 27 : pour tout x € R, cos(x+ 27 )= cos(x). Dans un repére orthogonal (O ; -i’,f ),
sa courbe représentative est invariante par translation de vecteur 271 . Cela permet de restreindre I'étude
a un intervalle de longueur 27 (en général, on choisira l'intervalle [~7 ; 7 ]).

v positive sur l'intervalle [:25— g er—] et négative sur les intervalles [—z > :2-75] et [—E . 71].

v dérivable sur R et sa dérivée est x — —sin(x). Par ailleurs, la dérivée de x — cos(ax+b) est
x— —asin(ax+b) ou a et b sont des réels.

v croissante sur l'intervalle [~ ; 0] et décroissante sur Uintervalle [0 ; 7 ].

Q La fonction sinus est la fonction qui, pour tout x € R, associe le réel sin(x).La fonction sinus est:

v impaire : pour tout x € R, sin(—x)=—sin(x). Dans un repére orthogonal, sa courbe représentative est
symétrique par rapport a l'origine du repére. Cela permet de restreindre l'intervalle d’étude.

v périodique de période 27 : pour tout x € R, sin(x+27)=sin(x). Dans un repére orthogonal (O s ?,7),
sa courbe représentative est invariante par translation de vecteur 271 . Cela permet de restreindre I'étude
a un intervalle de longueur 27 (en général, on choisira l'intervalle [~z ; 7]).

v négative sur lintervalle [—x ; 0] et positive sur Uintervalle [0; 7].

v dérivable sur R et sa dérivée est x . cos(x). Par ailleurs, la dérivée de x sin(ax+b) est
x— acos(ax+b) ol a et b sont des réels.

v décroissante sur lintervalle [~z ; —}”—] , croissante sur l'intervalle [;275 X —725] puis a nouveau décroissante
sur l'intervalle [-725 s 7r].

€ Les fonctions cosinus et sinus permettent d’étudier notamment des phénoménes physiques tels que les
oscillations et les circuits électriques.

FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

y=sin (x) y=cos (x)

' | ,

Impaire : : 5 = N Paire :
Pourtoutxe R |« Sjnus < Z ~—>| Cosinus —> PourtoutxeR
sin(—x) = —sin(x) T = cos(—x) = cos(x)
) = 4

| |

P ' (= =) —
 Dérivable surR: | 2n-périodiques: | Dérivable sur R :
(sin)’ = cos Pour tout x€ R (cos)’=—sin

sin(x + 27) = sin(x)
cos(x+2n) = cos(x) |




ﬁ La fonction cosinus :

(© st i)

() est impaire.

n La fonction sinus :

€) est r-périodique. (3 est 3x-périodique.
|_° est 27r-périodique.| () n’est pas périodique.

() est paire et impaire.

n cos(x+3m) estégala:

© e 0 wosei )]

) cos(37) @ cos(—x)

Les courbes représentatives des fonctions
cosinus et sinus :

|° sont des sinusoides.
() sont des droites.

@ n’est ni paire ni impaire.

@ sont invariantes par translation de vecteur 271 .

() sont invariantes par translation de vecteur ~27i .

" - | pansun repére orthogonal (o s _i.,f),on note
C, la courbe de la fonction cosinus et C, celle de la
fonction sinus.

|Q C, et C, sont identiques.|

(b} C, et C, sont symétriques l'une par rapport a
l'autre.

o C, estlimage de C, par une translation de

vecteur —”l .

C, estlimage de C, par une translation de
vecteur 671 .

On consideére la fonction f définie sur R par
X
flx)= cos( 3 )+sm( 3)
1. A l'aide de la calculatrice ou de GeoGebra, conjecturer
la période de f.
2. Prouver cette conjecture par le calcul.

m Pour montrer qu’une fonction est impaire
sur R, il suffit de montrer que :

€) f(—x)=—f(x) pour un certain xeR.

) f(—x)=£(x) pour un certain xeR.

|O f(—=x)=—f(x) pourtout xeR | m@e&"‘
@) f(—x)=f(x) pourtout xeR. g i que ‘_

<O.

. e 1 .
m La fonction f:x S est:
€) dérivable sur R.

con YeeJo; [, 5. (k)4 0

[Une ou plusieurs bonnes réponses par question]

m La fonction f:x~— cos(x) xsin(x) :

€) est paire.

Pour x €[0; 2x], linéquation sin(x)<0 est
vérifiée pour :

0 x<[o: ]
|O xe[n';27t]|

| @ est périodique. |
() n'est pas périodique.

exelo;%[
|0xe]7r;27r[|

m Une expression de la dérivée de
X cos(2x—4) est:

© 2cos(x)
O 2cos(2x—4)

® —2sin(x)
@) —2sin(2x—4)

@ dérivable sur ]0; +oof .
|Q dérivable sur 10; z[. () dérivable sur ]-oo; 0[.

a2 -10\3 6 in 2 o 2

TR 10 12 ‘ 16 13/}( 22

26

BN

~

(Dm. co«:sc[«/n@ que g est ])e;woa\lc[w (JL Pé;oo!b A,QT

1l

%55 R, g@wﬁf_f)

W«

s (3 ) o )

: {@)

451,) +5MN(‘F'+4T) carn %P‘COS(&)

P,

Sowt QW—P




[Communiquer.]

Résoudre dans R l'équation
(2cos(x)—y2)(sin?(x)—1)=0.

[Communiquer.]
Résoudre dans |-x ; 7] linéquation
(2sin(x)—+y2)(1—2cos(x))=0.

[Communiquer.]
On consideére la fonction h:x— ~’25 +sin(x) définie
sur R.
1. Calculer h'(x) pourtout xeR.
2. Donner le tableau de variations de h sur Uintervalle
[=x5x]s
3. Pourquoi peut-on connaitre les variations de h sur
R tout entier ?

g [Chercher.]

Pour chacune des fonctions définies sur R par les
expressions suivantes, conjecturer la période a l'aide de
la calculatrice puis démontrer cette conjecture.
1. f:x~—sin?(2x)

3 : in (X
2. g:x~— 4sin(x) xsm( 3 )

m [Modeéliser] EU]BO

Soit y un nombre réel donné. L'algorithme TTHON
suivant permet de résoudre numériquement
'équation sin(x)=y avec xe[“g— : E].

math

dichotomie_sin(y, p):
(Y >iavs) (V<€ oaa)
( )

pi/2
pi/2
b a >= p:
res = (a + b)/2

sin(res) > y:

On utilise une méthode de dichotomie qui permet de
trouver une solution approchée avec une précision
donnée (notée p dans le programme).

1. Comment compléter la ligne 4 ?

2. On va chercher a compléter le programme fourni.
a. A quoi correspondent les variables a et b ?

b. Que teste-t-on ligne 9 ?

c. Recopier et compléter alors le programme fourni.

[Communiquer.]
On considére la fonction f définie sur R par
fix)= sin(%)+cos(%) ol a et b sont deux nombres
réels quelconques.
On note k le plus petit multiple communa a et b.
1. Démontrer que 2krz est une période de f.
2. En déduire alors une période de la fonction g définie
sur R par g(x)—sin(§)*cos(§).

[Calculer.]
Le but de ce probléme est d'étudier la fonction
fix— cos?(x) définie sur R.
1. Lafonction f est-elle paire ? Impaire ? Ni l'un ni l'autre ?
2. Montrer que f est m-périodique.
3. Justifier que f estdérivable sur R puis calculer f'(x).
4. Déterminer les variations de f sur [4—72[—;325 .

5. Cela suffit-il a connaitre les variations de f surtout R ?

m [Modéliser.]

En physique, les oscillations harmoniques (pendules,
ressorts, ondes, etc.) sont décrites par des fonctions de
la forme cos(wt+¢) ou sin(wt+¢) ou w est appelé
pulsation et ¢ est la phase.

AWARLTATA
AVRVILGYA

1. La courbe ci-dessus représente 'oscillation
f:t— cos(4t). Déterminer par lecture graphique la
période T de ce signal. Vérifier ce résultat par le calcul.

2. Conjecturer une formule reliant la pulsation w et la
période T.
3. Tester cette conjecture sur les oscillations suivantes.
a. g(t)=cos(6t+2)
b. h(t)= cos(%)
4. Démontrer la conjecture.

Pendule de Fouc>*'"* du Panthéon de Paris.



Communiquer.

Résoudre dans R l'équation
(2cos(x)—y2)(sin?(x)—1)=0.
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Communiquer.

Résoudre dans |- ; 7] linéquation
(2sin(x)—y2)(1—2cos(x))=0.
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Communiquer.
On considére la fonction h: x — )2( +sin(x) définie
sur R.
1. Calculer h'(x) pourtout xe R.
2. Donner le tableau de variations de h sur lintervalle
[—7; 7 ].
3. Pourquoi peut-on connaitre les variations de h sur
R tout entier ?
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-
Chercher.

Pour chacune des fonctions définies sur R par les
expressions suivantes, conjecturer la période a l'aide de
la calculatrice puis démontrer cette conjecture.

1. f:x-5in*(2x)
2. g :le»sin(x}xsin(g)
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m Modeéliser.

Soit y un nombre réel donné. Lalgorithme
suivant permet de résoudre numériquement
'équation sin(x)=y avec xel 72r : 727 I
math *

dichotomie_sin(y, p):
(y > «s0) (y < «se):
( )

-pi/2

pi/2
b - a>= p:
res = (a + b)/2
sin(res) > y:

On utilise une méthode de dichotomie qui permet de
trouver une solution approchée avec une précision
donnée (notée p dans le programme).

1. Comment compléter la ligne 4 ?

2. On va chercher a compléter le programme fourni.
a. A quoi correspondent les variables a et b ?

b. Que teste-t-on ligne 9 ?

c. Recopier et compléter alors le programme fourni.
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c b - a >= p:
res = (a + b)/2
sin(res) > y:




Communiquer.

On considére la fonction f définie sur R par
flx)=sin(%) + cos( )I;) ol a et b sont deux nombres
réels quelconques.

On note k le plus petit multiple communa a et b.

1. Démontrer que 2kr est une période de f.

2. En déduire alors une période de la fonction g définie

sur R par g(x)=sin(3)+cos(F).
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Calculer.

Le but de ce probléme est d’étudier la fonction
f:x—cos?(x) définiesur R.

1. Lafonction f est-elle paire ? Impaire ? Ni 'un ni lautre ?
2. Montrer que f est m-périodique.

3. Justifier que f estdérivable sur R puis calculer f'(x)

4. Déterminer les variations de f sur [-5-; 5|
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m Modéliser.

En physique, les oscillations harmoniques (pendules, /1 b@,
ressorts, ondes, etc.) sont décrites par des fonctions de ms CO'WSC- q% PQ)'HO

la forme cos(wt+¢@) ou sin(wt+¢) ou @ est appelé

pulsat7e\t¢ eﬁphase/ /\ /\ S&MAQ CSF_ r—— - ;

S a6 R e+ TE ﬁ?
TV R ) i)

f:tw cos(4t). Déterminer par lecture graphique la
période T de ce signal. Vérifier ce résultat par le calcul.

2. Conjecturer une formule reliant la pulsation @ et la ,e
période T. = COS & + ™

3. Tester cette conjecture sur les oscillations suivantes.
a. g(t)=cos(6t+2) a[{
b. h(t)=cos(%) = COS &

4, Démontrer la conjecture
Ve : § r
! “‘ ~ i F .
2 0 - e — 1 .
— > [ =k

Pendule de Fouc>*""* du Panthéon de Paris.
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