Calcul intégral

1. Définition et premiers calculs

Dans cette partie, on considere une fonction f positive
et continue sur un intervalle [a ; b], avec a et b deux
réels tels que a < b.

m DEFINITION :
Soit (O ; I,J) un repeére orthogonal,
I est le point de I'axe des abscisses tel que O
désigne une unité.
J est le point de 'axe des ordonnées tel que OJ

désigne une unité.
A

L’unité d’aire , notée u.a., est
l'aire du rectangle défini par 7 %
les points O, I et J, comme
ci-contre :

\ 4

7 777
7 777

m DEFINITION :
Soit Cy la représentation graphique de f dans le
repere (O ; I,J) précédemment défini.

b

L’intégrale entre a et b de [ , notée / f(z)dz,
est laire, en unités d’aires, de la pOI‘tiOCILI de plan
délimitée par C;, I'axe des abscisses, la droite
d’équation z = a et la droite d’équation x = b.
Exemple :

L’aire, en u.a., de la surface hachurée est

/ab f(z)da.

b
f(z)dx est lue « intégrale de a a b de f(x) dz »,

a
ou a est la borne inférieure et b la borne supérieure
de l'intégrale.

Remarque : =z est une variable muette. On a donc

/abf(a;)dx:/:f(t)dt
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Exemple :

Soit f la fonction définie sur R par f(z) =z + 1.
La fonction est représentée ainsi :

Ar=1 =7

»
|

| @il | 7

7
On cherche a calculer A = / f(x)dz.
1

A est la somme des aires du rectangle de largeur 2
et de longueur 7 et du triangle rectangle restant.

1
OnaA:6x2+§x6x6:30.

Dou A= 30 u.a.

e Sil’unité de longueur est un grand carreau, soit
0,8 cm, alors A = 30 x 0,64 cm? = 19,2 cm?.

o Sil'unité de longueur est deux petits carreaux,
soit 1 cm, alors A = 30 x 1 cm? = 1 cm?.

7 7
On écrira / f(x)dzx = / (x +1)dz = 30.
1 1

m PROPRIETE :

Soit f une fonction continue et positive sur un
intervalle [a ; b]. On a :

b
. / f(z)dz est un nombre positif .
. /a f(l‘) dl‘ =0

. /abf(a:)dx:/acf(m)dx—i—/cbf(x)dx

En allemand...
| « L’intégrale : das Integral (-s, -e)
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On définit aussi 'intégrale d'une fonction continue sur
un intervalle [a ; b] dans le cas ou la fonction n’est pas
forcément positive sur [a ; b].

m DEFINITION :

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b].
Si f < 0 sur lintervalle [a ; 0], alors

/abf(x) de = A’

ou A" est laire de la surface du plan délimitée par
la courbe C, I'axe des abscisses, les droites x = a
et x =b.
Y
‘ a b
x
O A’

TN

Plus généralement, si f change de signe sur [a ; b],
alors

/bf(x)dx:+A—A’+...

/A\ b

O A

Remarque : Si f change de signe sur l'intervalle

b
[a ; b], I'intégrale / f(z)dz ne correspond plus a la
valeur d’une aire soaus une courbe.

2. Primitives

m THEOREME

I’analyse

théoreme fondamentale de

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b].
La fonction F telle que F(z) = / f(t)de
est dérivable sur [a; b] et pofllr
x € [a;b],F(x)= f(x).

m DEFINITION :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
F' est une primitive de f sur I si et seulement si

tout

F est dérivable sur I.
pour tout xz € I, F'(z) = f(x).

Exemple : Soit f définie sur R par f(z) = 2x.

Alors la fonction F' définie par F(z) = x* est une
primitive de f sur R. En effet, F'(z) = 22 = f(x)
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Exemple :

Soit F' la fonction définie sur R par
F(z) = ;x3—x2—3x—|—5
Soit f la fonction définie sur R par
f(zx) =2 —22 -3
On a ainsi F'(z) = 2? — 22 — 3 = f(x).
Donc F' est une primitive de f sur R.

En donner une autre : F(x) = 1903 — 2% — 3x + 8.
m PROPRIETE : s

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

Soit F' une primitive de f sur R.

1. L’ensemble des primitives de f sur [ est
constitué des fonctions ¢ telles que pour tout
x €1, Fy, () = F(x) + k, avec k une constante
quelconque.

2. Soit xg € I et soit yg € R. Il existe une et une
seule primitive de f sur I tel que Fy (x¢) = yo.

Exemple :

On considere la fonction f définie sur R par
f(x) =2® — 2z +3.

1. Déterminer une primitive de f sur R.
La fonction F' définie sur R par

1 1

F(x) = §x3—§x2—|—3x—4
est une primitive sur R de la fonction f.

2. Déterminer ’ensemble des primitives de f

sur R. Plus généralement, toutes les fonctions
1 1
F}, définies par Fy(x) = §x3—§x2+3x+k ouk

est un réel quelconque sont aussi des primitives
de f sur R.

3. Déterminer la primitive de f sur R qui s’annule
en 1. La condition supplémentaire se traduit
par Fi(1) =0, avec k un réel. Cette condition
nous permet de déterminer la valeur de k

correspondante Fi(1) = 0 si et seulement si

11 2 3 18
§—§+3+k =0, i’;zst—é—dire 6_6+€+k =0,

ou encore k = ——

6
Donc la primitive de f sur R qui s’annule en 1
est la fonction F' définie par
1 1 17
() = 50" — 327 30— 3

E En allemand...

| « une primitive : eine Stammfunktion
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3. Intégrales et primitives

Exemple : Calcul de / ’ rdx
0

«
Pour « un réel quelconque, on cherche / rdx.
0

\

On calcule laire A, qui est 'aire d’un triangle
rectangle isocele. On obtient

o 1
dr = —a?
/0.1'.%' 204

Soit maintenant un nombre S > «. Comme

B B o
/ rdx = / rdx — / xdx, on en déduit que
0 Jo

B 1 1 .
/ rdr = 552 — iaz

«

=N W ke Ot O 0O O

xla ==
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1 1
La différence 552 — —a? = F(B) — F(a) se note

habituelle [F (x)] AlIlSl
[ 1) = [F @)

«

La formule mise en évidence ici est en fait générale,
pour toute fonction continue sur [« ; (] et relie donc
un calcul d’intégrale d’une fonction a celui d’une
primitive de cette fonction.

m PROPRIETE :

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b].
Alors

[ F@)dr=F )~ F(a)

ou F' est une primitive quelconque de la fonction
f sur l'intervalle [a ; b]

Notation : On note [F (z)]; le nombre F (b) — F (a).

Ainsi

Exemple :

1
Retrouver le calcul de / 22 dx
0

Exemple :

2 1
Calculer / —dxz

1 22

Exemple :

1
Calculer / 42% 4+ 3¢ — 1dx
—2

3
x4+§:c2—x

1
T2

1
/ 473 + 32 — 1dx =
2

(-2 - (-2))

144+ = 12—1>
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4. Propriétés de l'intégrale

B PROPRIETE : Linéarité de 'intégrale
Si f et g sont deux fonctions continues sur
I'intervalle [a ; b], et si a et B sont deux nombres
réels quelconques, alors

/ab (af(z) + Bg(x)) dx = a/ab f(z)dz+p /abg(;[;) dz

Exemple :
Si f(r) =2z —3x + 4 et g(x) = —3z + 4, alors

ot DN Do

B PROPRIETE : Relation de Chasles

Si la fonction f est continue sur Iintervalle I et si
a, b et ¢ sont trois réels de I, alors

[ i@dr= [ f@dc+ [ fw)ar

Y

1. Michel Chasles (1793-1880) est un mathématicien francais.
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Exemple :
4 5
Que vaut / f(z) dz sachant / f(z)dx = 8 et
0 0
5
/ f(z)dz =137
4

/05f(x)dx:/04f(x)dx+A5f(x)dx

Donc

4 4 5
| f@ar= [ fayde - [ fa)as
=8—13
— 5
m PROPRIETE : Comparaison d’intégrales

Si f et g sont continues sur l'intervalle [a ; b] et si,
pour tout x € [a; b], f(x) < g(z), alors

/]
/

O a b Hi
Exemple :
Soit
fla) = —
€Tr) =
1+ 22

Pour tout z € [0; 1], f(x) < g(x)

[0; 1] par
et g la fonction définie par g(z) = 1.

la fonction f définie sur

AN
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0i1 0.2 013 014 05 0:6 0{7 0!8 09 1,0

-0.4-0.3-0.2-0.10

Ainsi

donc
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5. Applications du calcul intégral Exemple :

A. Calcul de laire d'une surface comprise Y
entre deux courbes Soit f la fonction définie 74
Exemple : sur [1; +oo[ par 6 1
On veut calculer l'aire de la surface D définie par 1 51
<z<1 . )= —+2z—1
{ 02 o hachurée ci-dessous /(@) x? 471
r“<y<z / 3l
et ¢ la fonction définie sur Cy
/. 1 24
: 15 ool par
1 1
: 7 C
ot / 9(27)221'—1 :g + + ' ;
°1 7 S B
0.7
7
1 On remarque, pour tout = € [1; +o0],
0.5
0.4 D B i
f() — o) = -
0.2 1
0.1 5 Or, quel que soit € [1; +o00[, — >0, donc la
P P P T R P 2 courbe Cy est située au-dessus de la courbe C,.

Ainsi, l'aire de la surface délimitée par les courbes

Soient les fonctions f et g définies respectivement C;, C,, les droites d’équations z = 1 et & = 3 est

par f(z) = z et g(z) = 22 Pour tout z dans

I'intervalle [0 ; 1], g(z) < f(x). Ainsi, laire de la /3 (f (z) — g (2)) dw = /3 1 dr
surface D est 1 1

1 1 1 B 173
/O f(x)dx—/o g(a:)dx:/o (f(z) — g(z)) dz —{ x]l

1
= - — (-1
par linéarité de 'intégrale. 3 (=1)
= - 4+1
Donc l'aire de la surface D est : )
1 1 1 1 ~— 3
/ (x—xQ) dr = 2x2—3$3} :f—f—Ozéu.a. 3
0 0 De méme, l'aire de la surface délimitée par les
. courbes Cy, C4, les droites d’équations z = 1 et
m PROPRIETE : x = «a (ou «a est un réel quelconque supérieure a 1)
Si les fonctions f et g sont continues sur l'intervalle ost
. Ny 3
la; b] et si pour tout x dans l'intervalle [a ; 0], A@) = [ (f (@) = g(2) dz
f(z) = g(x), c’est-a-dire si, sur l'intervalle [a ;b], 1
la courbe C; est au-dessus de la courbe C,4, alors _ [ 1 du
I’aire de portion de plan délimitée par les courbes 1 1’2@
Cy, Cy, les droites d’équations x = a et © = b est — [_1}
b 13j !
[ (7@ = g(@)dona. S Y
a o
1
Yy — —E + 1

Alors lim A(a) = 1. Cela signifie que 'aire de

a—r+00
la surface délimitée par les courbes Cy, C4 et les

droites d’équations x = 1 et x = « se rapproche de
1 des que « devient grand.

a h T
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B. Valeur moyenne d'une fonction

Considérons une fonction f continue sur l'intervalle
[a; ] et g la fonction constante définie par g(z) = p,
avec 1 un réel quelconque.

Y

On souhaite trouver la fonction g telle que

/abf(x)da: = /abg(x)dx

ou g(z) = p. Or

/abf(x)dm:/ab()dx@/ dx—/,udx

= [ flr)ar = pal,
— abf(:l:)dx = ub — pa
b

= | fle)dr=p(b-a)

1 b
) = u= / f(z)dx
m DEFINITION : ¢

1 b
Le réel u = —— | f(x)dx s’appelle la valeur
=0

— a Ja

\

6. Formules a connaitre

Fonction f Une primitive F'
f(x):a F(x):ax
72
flx)=x F(z) = 5
n xn+1
f(z) = 2™ avec n € N F(;[‘):n+1
1 1
f(@zﬁ F(:U):—;
f(917)=i avecn = 2 F(x):_;
xn’ = (n — 1) xn—l

moyenne de la fonction [ sur l’intervalle
la; 0]

Exemple :

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 22
Déterminer la valeur moyenne de f sur [0 ; 2].

1 "2
D’apres le cours, u = 270/ f(x)dx
—0Jo

1.
Une primitive de f est F' définie par F'(z) = 53[,’3.
On a alors F'(2) = i et F/(0) =0.
2 1 5? 8
Ainsi [ f(x)dz = [xﬂ — F(2)— F(0) = 2.
0 3 0 3
1 8 4
D’ =—-X-=_.
MH=5%373
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Remarque : En prévision de deux nouvelles fonctions

(exponentielle et logarithme népérien) que vous
découvrirez en terminale, voici deux formules qui
auront un sens l’an prochain :

Fonction Une primitive

flx)=¢e" F(z)=¢€"

f(:v):;pourx>0 F(x) =1In(x)

En allemand...

La wvaleur moyenne d'une fonction : das
Mittelwert einer Funktion
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