Séquence 1 — Notion de dérivation

ngxercice 1

Soit f la fonction définie sur
|—o0; —2[U]-2; 2[U]2; +o0o[ par

r+2 size]-oo; 2|
flz)=2 —x—2 si|-2; 2|
x4+ 2 si ]2 +oo]

1. Représenter graphiquement la fonction f sur
le cahier. Se placer dans un repere orthonormé
dont l'unité pour chacun des axes est un
carreau.

2. La limite quand z tend vers —2 existe-t-elle ?
Si oui, donner sa valeur, sinon, donner la valeur
des limites a gauche et a droite.

2. La limite quand x tend vers 2 existe-t-elle ?
Si oui, donner sa valeur, sinon, donner la valeur
des limites a gauche et a droite.

4 Exercice 2
Soit f la fonction définie par

vr+19 -5

fla) =

1. Sur quelle réunion d’intervalles est définie la
fonction f7

2. Déterminer, si elle existe, la limite de f(x)
quand z tend vers 6.

4 Exercice 3
Soit f la fonction définie sur R par

f(x)=2"+4z -5

Calculer le nombre dérivé de f en xy = 2.

4 Exercice 4

Soit f la fonction définie sur |—oo ; 0[U]0 ; +o00]

par 1
flz) = =

Montrer que f est dérivable en xy = 5 et calculer

le nombre dérivé en 5.

4 Exercice 5
Soit f la fonction définie sur |—oo; —1[ U |—1; +00]

—1
par _ 7
/(@) r+1
Montrer que f est dérivable en xqg = —3 et calculer

le nombre dérivé en —3.

g Exercice 6

Soit f la fonction définie sur [0 ; +oo] par

Montrer que f est dérivable en xy = 4 et calculer
le nombre dérivé en 4.

A Exercice 7
Soit f la fonction définie sur [—11 ; 4o00| par

flz)=vae+11-1

Montrer que f est dérivable en xqg = —2 et calculer
le nombre dérivé en —2.

A Exercice 8
Soir f la fonction définie sur R par

f(x)=2" -3z +4

Déterminer 1’équation de la tangente a la courbe
représentative de f au point I d’abscisse 1.

3 Exercice 9

La courbe ci-dessous représente une fonction f
définie et dérivable sur R.

Soient A et B les deux points de cette courbe de
coordonnées respectives : A(1; 0) et B(2; —2).
On appelle T et T; les tangentes a la courbe,
respectivement en A et en B.

A

1. a) Par lecture graphique, déterminer

f'(1) et f1(2).

b) Déterminer une équation de T3 et 15

2. La fonction f est définie sur R par
f(z) =a® - 327+ 2

Retrouver par le calcul les résultats obtenus

par lecture graphique a la question 1)a).




Approfondissement

4 Exercice 10
Soit f la fonction définie sur R par

2 — 8
x—3
—x*+6x—4 size]2; 5
fr) =1 28

size]—o0; 2

siz e]5; +oo]

x—3
f(2)=4
f(5)=1

On donne la représentation graphique ci-dessous :

A
12 1

11 1

10 1

. Montrer que f est dérivable en zy = 2.

. Montrer que f n’est pas dérivable en zy = 5.

1
2
3. Déterminer I'équation de la tangente a la courbe C; au point d’abscisse 2.
4

. Déterminer ’équation des demi-tangentes a droite et a gauche au point d’abscisse zy = 5.




Correction

Exercice n°1

SA

7

6

1. On a la représentation graphique ci-contre. 5
2. Graphiquement, on a 4
3

lim f(z) =0 5

1

3. lin% f(z) n’existe pas. Cependant : -
T—r >

e

lim f(x) = —4 et h_)rr% f(z) =4.

x—2
<2 r>2

Exercice n° 2 :

vr+19—-5

Soit f la fonction définie par f(z) = 5
I —

Il faut que x +19 > 0 <z > —19.
Il ne faut pas que x — 6 =0 <= = = 6.

Donc f est définie sur [—19 ; 6[U]6 ; +ool.
On cherche la limite de f(z) quand x tend vers 6.

lim (V& +19—5) = 0 et lim(x — 6) =0
VI +19—5
x—06
(Ve+19-5) (Vo +19+5)
(x—6) (Vo +19+5)
r+19—25
(¢ —6) (Vo +19+5)
x+19— 25
(x—6) (Vo +19+5)

Cependant, f(z) =

r—06
(x—ﬁ)(\/m—l—S)

pour x # 6

1
vz +19+5

- L 1
D’ou }}L%f(x)_hm

1
o6/ +194+5 10



Exercice n° 3

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2% + 4z — 5
Montrons que f est dérivable en o =2. On a f(2) =22 +4x2—-5=171,

Pour tout h # 0, T'(h)

lim 7'(h) = lim (h + 8) = 8.
—

h—0

f(zo +h) — f(z0)
h
f24h)— f(2)

h
(2+h)?2+4(2+h)—5-7
h
h* +4h + 4+ 8 + 4h — 12
h

h? + 8h
h
h(h+38)
h
h + 8 pour h # 0

Donc f est dérivable en o = 2 et f'(2) = 8.

Exercice n° 4

1
Soit f la fonction définie sur |—oo ; 0[ U0 ; +oof par f(x) =

Montrons que f est dérivable en oy = 5. On a f(5) = —.

Pour tout h # 0, T'(h)

—1
lim 7'(h) = lim

h=0 h—05 (54 h)

T
1
5
f(zg+h) — f(x)
h

fG+h) =[5

5G5+h)  h

- h
561 h) a0

—1
=2 Donc f est dérivable en g =5 et f/(5) =

1

25



Exercice n°5

1
Soit f la fonction définie sur |—oo; —1[ U |—1;+o0[ par f(x) = L I
x
-3-1 —4
Montrons que f est dérivable en zp = —3. On a f(—3) = s 1 2 2

f(xo+h) — f(xo)
h
f(=3+h)— f(=3)
h
-3+h-—1
—3+h+1
h
—d+h  2(=2+h)
—2+h  —2+h
h
—4+h —44+2h
—2+4h  —2+h

Pour tout h # 0, T'(h) =

h
—~4+h  4-2h
. 2tk aah
h
—h
_ —2+h
h
~h
" h(=2+h)
~1
= —a+h) car h # 0
lim 7'(h) = lim _; ;= ; Donc f est dérivable en mp = —3 et f'(—3) = ;

Exercice n°6

Soit f la fonction définie sur [0 ; +oo[ par f(x)
Montrons que f est dérivable en zy = 4. On a f(4) = V4 = 2

Pour tout h # 0, T'(h) = f (o + h}z — f(20)

fA+h) = fO)
h
VA+h—2
h

- (w4 h—2)@ﬂL+h+2)
= h( 4+h+2> car V4+h+2+#0
A+h—4
h(VATh+2)
h
h(VA+h+2)
1

V4 +h+2

1 1 1
ilzii% T(h) = }lgm =1 Donc f est dérivable en 2o = 4 et f'(4) = 7



Exercice n°7

Soit f la fonction définie sur [—11 ; 4o0[ par f(z) = Vo + 11 — 1.
Montrons que f est dérivable en g = —2. On a f(—2) =v/—-2+11—-1=2

f(xo +h) = f(x0)
h

f(=2+h) = f(=2)

h
(\/W—l)—Q
h

VI+h-3
h
(wg h—@(¢9+h+@
h@@+h+®
9+h—9
h(VI+h+3)
h
h(VO+h+3)

Pour tout h # 0, T'(h) =

1
Joiigs A hA0

1 1 1
}llii%T(h) = }g%m =5 Donc f est dérivable en zp = —2 et f'(—2) = 5



Exercice n° 8
On a la représentation graphique suivante :

\

On cherche I’équation de la tangente au point (1 ; 2). D’apres le cours, 1’équation réduire de la tangente au
point d’abscisse 1 est

y=rM)-1)+f(1)
On sait que f(1) = 2. Déterminons f'(1).
S +h) - F(1)

Pour tout h # 0, T'(h) =

h
[(1+h)* =3(1+h)"+4] -2
h
14343+ A —3(14+2h+h*)+4-2
h
14+3h+3h?+h3—-3—6h—3h*+4—2
- h
h3 — 3h
T h
. n(2-3)
h
= h?—3carh#0
lim T(h) = lim(h? — 3) = —3. D'ot f/(1) = —3

h—0 h—0

Dans I’équation de la tangente au point I(1 ; 2) :

y=f M -1+ f(1)
y=-3(x—-1)+2
y=—-3r+3+2

y=—3r+5

Donc la droite tangente a la courbe au point /(1 ; 2) a pour équation y = —3z + 5.



Exercice n°9 :
1. a) Par lecture graphique, on a f'(—1) = =3 et f'(2) = 0.
b) On cherche I'équation de la tangente au point d’abscisse 1.
f'(1) = =3 d’apres la question 1. a), et f(1) =0 car A(1,0).
DouTi:y=f'(1)(x—1)+ f(1),ie.y=—-3(z—1)+0.
On en conclut que 77 : y = —3x + 3.

De plus, T3 est la représentation graphique d’une fonction affine dont le coefficient directeur est nul et
I'ordonnée a l'origine est —2, donc 15 : y = —2.

2. Soit f:x+— a® — 322+ 2.
f est une fonction polynéme définie sur R et dérivable sur R.
On a, pour tout z € R, f’(z) = 3z% — 6x en calculant la limite du taux de variations en un x quelconque.

On retrouve ainsi les résultats de la question 1.a) :
f(1)=3x12—6=-3et f/(2)=3x22-6x2=12-12=0.

Exercice n° 10 :
N 2r — 8
1. e « A gauche de xg = 2 », c’est-a-dire pour tout = < 2, f(x) = a 3
x _

f(zo+h) — f(xo)
h
2(2+h)—8 2x2-8
2+h—3 2-3
h
44+2h—8 4-—8
h—1  —1
h

Pour tout h # 0, T'(h) =

2h — 4
—4
h— 1
h
oh —4—4(h—1)
1

h

h
2h —4 —4h +4
h—1
h

—2h 1

T h-1"

—2
= mpourh#o

Donc lim T'(h) = lim —— = 2.
h—0— h—0- h —1

Donc f est dérivable a gauche en 7o = 2 et f; (2) = 2.



e « A droite de 2o = 2 », c’est-a-dire pour tout x € |—2; 5[, f(z) = —22 + 62 — 4
f(@o+h) — f(0)

fe+n'- e
—(2+f?)2+6(2+h)—4—(—22+6>< 2 —4)

Pour tout h # 0, T'(h) =

h
—(44+4h+h*) + 124+ 6h —4— (-4 + 12— 4)

h
—4—4h—h*>+124+46h—4+4—12+4
h

—h?—2h
h
h(—h+2)

h
= —h-+2pour h#0

Donc lim T'(h) = lim —h+2=2.

h—0t h—0t

Donc f est dérivable a droite en xy =2 et f;(2) = 2.

D’ou f est dérivable en zy = 2 et f'(2) = 2.
e A gauche de 2y = 5, ¢’est-a-dire pour tout z € |=2; 5[, : f(x) = —a® + 6z — 4
f(xo+h) — f(x0)
h
f(B+h)—[f(5)

h
[~ 5+ h)?+6(5+h)—4] — (=5 +6 x5 —4)

Pour tout h # 0, T'(h) =

h
— (254 10h + h?) + 30 + 6h — 4 — (—25 4 30 — 4)

)
—25 —10h —h®>+30+6h —4 —1

—h* —4h
h
h(—h —4)
h
= —h—4pour h#0
Donc lim T'(h) = lim —h —4 = —4.

h—0— h—0—

Donc f est dérivable a gauche en o =5 et f; (5) = —4.

. oy
« A droite de zg = 5, Cest-d-dire pour tout & > 5, f(z) = — 38
x_
B) —
Pour tout h # 0, T'(h) = fao+ })Z f(zo)
_ B4R = f(5)
h
2(5+h)—8_2><5—8
5+h—3 5—-3

h



10+2h -8
h+2
T(h) = -
10+ 2h —8 — (h+2)
h+2
h
10+2h —8—-h—2
h+2
h
h 1

h+2 " h

1
= mpourh%@

1 1
Donc lim T'(h) = lim —— = —.
h—0+ h—0t+ h + 2 2

1
Donc f est dérivable a droite en xy =5 et f(5) = 5

D’ou f n’est pas dérivable en xq = 5.
3. f est dérivable en zy =2 et f'(2) = 2. De plus, f(2) = 4.

D’apres le cours, I’équation de la tangente au point A(2 ; 4) est
= Q)= —-2)+ f(2)

= 2(x—2)+4

= 2x—4+4

AN SO S

= 2z

4. f n’est pas dérivable en zyp = 5. Donc C; n’admet pas de tangente au point B(5; 1).
Cependant :

* Cy est dérivable a gauche en xg = 5 et f}(5) = —4
Donc f admet une demi-tangente a gauche au point B(5 ; 1).

= ) —5)+ f(5)
= —A(z-5)+1

= —Adx+20+1

= —dr+21

e e

1
* Cy est dérivable & droite en zg =5 et f}(5) = 5

Donc f admet une demi-tangente a droite au point B(5; 1).

y = fa®)@=5)+[()

1
y = §(x—5)+1
€T 5
_ 2.4
y 5 57
13
y 2" 79






